


填报说明

1.专业类代码指《普通高等学校本科专业目录（2020）》

中的专业类代码（四位数字）。

2.以课程团队名义申报的，课程负责人为课程团队牵头

人；以个人名义申报的，课程负责人为该课程主讲教师。团

队主要成员一般为近 5年内讲授该课程教师。

3.申报课程名称、所有团队主要成员须与教务系统中已

完成的学期一致，并须截图上传教务系统中课程开设信息。

4.文中○为单选；□可多选。

5.文本中的中外文名词第一次出现时，要写清全称和缩

写，再次出现时可以使用缩写。

6.具有防伪标识的申报书及申报材料由推荐单位打印留

存备查，国家级评审以网络提交的电子版为准。

7.涉密课程或不能公开个人信息的涉密人员不得参与申

报。



一、课程基本信息

课程名称 理论力学 B 是否曾被推荐 ○是●否

课程负责人 刘舟

负责人所在单位 机械工程学院

课程编码+选课编码

（教务系统中的编码）
B1102T030513.01- B1102T030513.19

课程分类

○通识课 ○公共基础课●专业课

□思想政治理论课 ■创新创业教育课 □教师教育课

实验课

课程性质 ●必修 ○选修

开课年级 二年级

面向专业
机械设计、机械电子、机器人工程；飞行器设计、飞行

器制造、飞行器动力；车辆工程；

学 时 48

学 分 3

先修（前序）课程名称 高等数学，大学物理

后续课程名称 材料力学，机械原理，机械设计

主要教材
理论力学、978-7-5606-4180-5、张功学、西安电子科

技大学出版社、2016

最近两期开课时间

2019 年 9 月 2 日—2019 年 12 月 22 日，理论力学 B，

任晓辉、孟卓、康海、赵银燕

2020 年 9 月 7 日—2020 年 12 月 25 日，理论力学 B，

刘舟、任晓辉、闫蕊、张凯、孙涛

最近两期学生人数 949 人

注：2020 年春季学期，因受新冠肺炎疫情影响而采用在线方式进行授课的，如符合教改

设计理念并取得预期效果，可视为完成一个教学周期；教务系统截图须至少包含课程编

码、选课编码、开课时间、授课教师姓名等信息。

二、授课教师（教学团队）

课程团队主要成员（序号 1为课程负责人，总人数限 5人之内）

序号 姓名 出生年月 单位 职务 职称 手机号码 电子邮箱 授课任务

1 刘舟 1971.11 机械 教授 13892837561
xhliuzhou

@163.com
主讲教师

2 任晓辉 1977.2 机械 教授 17782801183

xiaohuire

n2002@163

.com

主讲教师



3 孟卓 1975.12 机械 讲师 15002918619

mengzhuo_

068@mail.

nwpu.edu.

cn

主讲教师

4 闫蕊 1986.12 机械
副教

授
13759957159

yan_ruiha

ppy@126.c

om

主讲教师

5 孙涛 1983.03 机械 讲师 15929773253
271052118

@qq.com
主讲教师

课程负责人和团队其他主要成员教学情况（500 字以内）

（教学经历：近 5年来在承担该门课程教学任务、开展教学研究、获得教学奖励

方面的情况）

近 5年来，课程负责人主讲理论力学、材料力学、工程力学等课程，学年授

课 400 余课时，指导 25 位本科生的毕业设计。教学中根据我校学生实际情况因

地制宜、因材施教，选择灵活多样的方法进行教学，努力提高教学水平和教学质

量，连续 10 年获得学校“教学质量优秀奖”，目前主持在研质量工程 1项。

教学团队其他成员都具有博士学位，年龄结构合理。近 5年主持校级教改项

目 2项（结题），质量工程项目 2项（结题）。目前主持在研质量工程 1项，获

得学校“教学质量优秀奖”两次。坚持以教科研为先导，主持国家青年基金项目

1项，省级基金项目 1项，横向课题两项，提高教学的针对性和时效性。

认真探索应用型本科院校中学科竞赛对教学的支持途径。教学团队组织、辅

导我校本科生参加第十一、十二届全国周培源大学生力学竞赛，获得良好成绩；

团队成员指导大创项目 8项，机器人竞赛获二等奖 2次。

三、课程目标（300字以内）

（结合本校办学定位、学生情况、专业人才培养要求，具体描述学习本课程后应

该达到的知识、能力水平）

通过课程学习，培养学生对机械运动规律认知和表述能力、建模分析计算能

力，具备应用型人才培养目标能力，养成工程师素质。学生能够掌握物体系统受

力分析，会应用平衡方程求解未知力。掌握点和刚体的运动学分析方法，对运动

参数进行定量分析和计算。掌握质点、质点系统动力学方法。为将来研究解决复

杂工程问题和学习新的科学技术创造条件。

课程建设将注重知识、能力、素质的有机融合，培养学生解决复杂问题的综

合能力和高级思维。课程内容反映前沿性和时代性，贯彻课程思政，合理采用多

种教学形式，增强互动。合理提升课程挑战度、增加课程难度、拓展课程深度，

在能够解决简单工程问题的基础上，培养解决复杂问题的综合能力。



四、课程建设及应用情况（2000字以内）

（本课程的建设发展历程，课程与教学改革要解决的重点问题，课程内容与资源

建设及应用情况，课程教学内容及组织实施情况，课程成绩评定方式，课程评价

及改革成效等情况）

理论力学是研究物体机械运动一般规律的科学，是各力学学科分支的基础，

是众多工程技术学科的基础。课程对培养学生分析和解决工程实践力学问题的能

力，以及后续课程的教学具有重要作用，其课程建设、教学改革和教学效果的好

坏将直接影响到后续课程的学习及工程技术人才培养的质量。我校多个专业应用

型人才培养目标均对理论力学课程提出高支撑度要求。

2004 年，我校工程力学（专科时期理论力学、材料力学合并讲授）就获批

省级精品课程。升格本科后，理论力学立项校级重点课程建设项目，2018 年结

题验收。随着教学改革的深入开展，理论力学 48 学时全部为课堂讲授，但部分

内容安排在实验室实施教学。课堂讲授注重增大信息量，强化知识点，有效利用

网络教学资源，通过精讲多练，改进教学方法，使学生能够比较牢固地掌握理论

力学基本知识。

1、教学资源建设

根据相关专业人才培养目标，确定教学大纲，课程团队统一执行。制作授课

课件 3套，分发团队教师优选课件授课；完成教学案例 8例，上传网络，同时在

课堂教学中选择使用；完成试题库建设，题型多样，共计 700 余道题目；编写理

论力学应用型教材，稿件正在统一排版完善；完成《理论力学实验指导书》，筹

划开设理论力学实验课程。培养青年教师，组成教学科研并重、结构合理的教学

团队（80%教师具有博士学位），申报多个教改项目、质量工程项目，并将研究

成果应用于教学活动。

2、课程内容

课程基本内容包括静力学（20 课时）、运动学（18 课时）、动力学（10 课

时）。

静力学要求能够绘制物系和构件的受力图；完成力系的简化和分析、应用平

衡条件求解平面力系问题；能够完成考虑摩擦时简单物系平衡问题的求解。

运动学要求能够运用直角坐标和弧坐标法求点的运动轨迹、速度、加速度；

能够分析刚体基本运动的特征；能够应用点运动合成与分解的基本概念和方法求

解速度和加速度；能运用基点法，瞬心法和速度投影定理等方法求解与平面图形

上各点速度有关的问题、对常见的机构进行速度和加速度分析。

动力学要求能够应用质点运动微分方程分析质点动力学的两类问题；能够应

用刚体绕定轴转动方程解决转动刚体的动力学问题；能够应用动能定理求解质点

系的动力学问题。

3、考核评价方法

结课考查学生分析和解决力学问题的能力、理论联系实际的能力，强调学生

创新素质、科学态度以及自学能力培养。理论考试卷面成绩按照百分制评分，总

评后折算为 70 分。平时成绩包括作业、考勤、项目等，期末总评后折算，共计



30 分。

经过课程学习，学生应当具备对工程中的静力学、运动学和动力学问题进行

正确的力学建模、解释和分析的能力。在教师引导下逐步学会从前人研究问题、

分析问题的过程、演绎推导的结果中，体会和领悟这些人类高级心智文明的成果，

使学生自己真正学懂力学，而不是被“教会”力学；同时希望学生通过研究、探

索乃至犯错误的过程中，培养从错综复杂的现象和繁杂无序的结果中寻找与总结

内在关系和规律的能力，并且体会科学研究的艰辛和乐趣，锻炼百折不挠、持之

以恒的毅力和意志，提高开展科技活动和社会实践的能力。

4、新型教学手段应用

探索适应新时代大学生学习习惯的途径是教师不可推卸的责任。“新瓶装老

酒”、“投其所好”才能取得更好的教学效果。课程突出应用型人才培养需求，

突出航空特色，有效提高人才培养质量。

课堂教学中，使用“雨课堂”、“学习通”等平台辅助教学，完成学习情况

调研、学习资料推送等功能，结合混合式教学，提高教学质量。考虑到学生特点

和“手机生活”时代，建设微信公众号“西航力学 style”和学习博客（新浪博

客），内容同步发送，适应学生手机浏览、讨论、答疑。

课程定位明确，与前导、后续课程衔接得当。合理安排教学内容，通过模拟、

抽象工程实践建立力学模型，编写、制作优秀教学案例，融知识传授、能力培养、

素质教育于一体，结合课程思政，培养符合行业应用型人才需求的力学素养。

课程的资源具有较好的共享能力，可对社会学习者自学提供有益帮助。

五、课程特色与创新（500字以内）

（概述本课程的特色及教学改革创新点）

力学学习是素质教育的有效途径，使学生在逻辑思维、抽象化能力、自学能

力、表达能力以及数学计算能力等方面得到培养和提高。

1.突出航空特色，合理取舍教学内容。课程选择航空工程实际案例引导教学，

重视前沿性和时代性，重点培养应用能力，兼顾素质养成，坚持知识、能力、素

质有机融合，培养解决问题的能力和思维。

2.贯彻 OBE 理念，科学设计教学环节。贯彻“以学生为主体，教师为指导”

的教学理念，重视教学形式的先进性和互动性，及时引进前沿问题，将教师的相

关科研成果引入教学。

3.竞赛驱动教学，提高课程挑战性。编写适合人才培养目标和培养定位的教

材与教学指导书，开展理论力学实验课程建设，有力支持全国大学生力学竞赛。

4.强化案例教学，理论联系实际。素材和案例选择注重时效，强调互动性提

高学生学习积极性，促进工程师素质养成。课程通过网络教学平台、博客、微信

公众号公开发布，作为学生学习参考，提高学生学习能动性，同时服务社会。

5.明确课程定位，培养符合行业应用型人才需求的力学素养。合理分配教学

时数，融知识传授、能力培养、素质教育于一体，学习结果具有探究性和个性化。



六、课程建设计划（500字以内）

（今后五年课程的持续建设计划、需要进一步解决的问题，改革方向和改进措施

等）

理论力学是相关专业应用型人才培养目标的高支撑度课程，需要一流教学方

法、一流教材、一流评价体系为保障。在今后五年内持续努力,建设符合应用型

人才培养目标、教学方法先进有效、教学手段多样、教学效果良好的优秀课程，

为学生工程师素质养成奠定良好基础，支持“立足陕西，服务航空，面向西部，

辐射全国”的办学定位，为航空工业和地方经济建设、社会发展做出贡献。

1.持续教学案例建设，突出航空特色。坚持知识、能力、素质有机融合，培

养分析质疑、勇于创新的精神和能力，贯彻课程思政，及时将学术研究、科技发

展前沿成果引入课程；

2.编写贴合专业的应用型教材（目前正在统稿），优化教学内容，坚持应用

驱动，突出航空特色，贯彻 OBE 理念；

3.逐步建设线上教学资源，现代信息技术与教学深度融合，激发学生学习兴

趣，积极引导学生进行探究式、个性化学习；

4.开展理论力学实验课程建设，结合全国大学生力学竞赛，重视知识应用，

提高课程挑战性，提高教师教学能力和水平；

5.严格考核考试评价，引导学生增加投入学习的时间，提高自主学习时间比

例，强化学生经过刻苦学习收获能力和素质提高的成就感；

6.教学资源注重共享，课内课外有机结合，同时服务社会。

七、附件材料清单

1.课程负责人和团队成员的 10 分钟“说课”视频

[含课程概述、教学设计思路、教学环境（课堂或线上或实践）、教学方法、

创新特色、教学效果评价与比较等。技术要求：分辨率 720P 及以上，MP4 格式，

图像清晰稳定，声音清楚。视频中标注出镜人姓名、单位，课程负责人出镜时间

不得少于 3分钟。“说课”使用的语言及字幕为国家通用语言及文字。]

2.教学设计样例说明

（提供一节代表性课程的完整教学设计和教学实施流程说明，尽可能细致地

反映出教师的思考和教学设计，在文档中应提供不少于 5张教学活动的图片。要

求教学设计样例应具有较强的可读性，表述清晰流畅。课程负责人签字。）

3.最近一学期的教学日历

（申报学校教务处盖章。）

4.最近一学期的测验、考试（考核）及答案（成果等）

（申报学校教务处盖章。）

5.最近两学期的学生成绩分布统计



（申报学校教务处盖章。）

6.最近一学期的课程教案

（课程负责人签字。）

7.最近一学期学生评教结果统计

（申报学校教务处盖章。）

8.最近一次学校对课堂教学评价

（申报学校教务处盖章。）

9.教学（课堂或实践）实录视频

提供完整的一节课堂实录视频（标注课程内容、课程对象、上课时间以及

上课地点，至少 40分钟。技术要求：分辨率 720P及以上，MP4格式，图像清

晰稳定，声音清楚。教师必须出镜，视频中需标注教师姓名、单位；要有学生

的镜头，并须告知学生可能出现在视频中，此视频会公开。少数民族语言视频

须配国家通用语言字幕。）

10.课程团队成员和课程内容政治审查意见

（申报课程高校党委负责对本校课程团队成员以及申报课程的内容进行政

审，出具政审意见并加盖党委印章；团队成员涉及多校时，各校党委分别对本校

人员出具意见；非高校成员由其所在单位党组织出具意见。团队成员政审意见内

容包括政治表现、是否存在违法违纪记录、师德师风、学术不端、五年内是否出

现过重大教学事故等问题；课程内容审查包括价值取向是否正确，对于我国政治

制度以及党的理论、路线、方针、政策等理解和表述是否准确无误，对于国家主

权、领土表述及标注是否准确，等等。）

11.课程内容学术性评价意见

[由学校学术性组织（校教指委或学术委员会等），或相关部门组织的相应学

科专业领域专家（不少于 3名）组成的学术审查小组，经一定程序评价后出具。

须由学术性组织盖章或学术审查小组全部专家签字。无统一格式要求。]

12.其他材料，不超过 2 份（选择性提供）

以上材料均可能在网上公开，请严格审查，确保不违反有关法律及保密规

定。
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2019-2020-1 教务系统截图



2020-2021-1 教务系统截图



2.教学设计样例说明
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理论力学
Theoretical  Mechanics

力学教研室    刘舟

Ø力学无处不在

Ø力学是一种文化

Ø力学教育是素质教育

http://blog.sina.com.cn/ 西航力学公众微信号

理论力学绪论

1. 工程与力学
2. 理论力学的研究对象、任务和内容
3. 理论力学的研究模型
4. 理论力学的研究方法
5. 力学发展简史

1.工程与力学

Ø20世纪以前,在力学知识的积累、
应用和完善的基础上，逐渐形成
和发展起来的蒸汽机、内燃机、
铁路、桥梁、舰船、兵器等大型
工业推动了近代科学技术和社会
的进步。
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         20世纪中，一些高科
技及其在各工业领域的应
用与力学的指导密不可分。

高层建筑与大型桥梁

力学与国民经济各行业关系框图
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TOCAMA大桥

20世纪最严重的工程设计错误之一

假设人体重量为750N3000N
3500N

4500N

6000N

12500N 歼20

弹舱门是关闭的
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高速公路 高速公路直道与弯道的连接

航空航天器  高速列车

大型水利工程设施

        20世纪产生的另一些
高新技术虽然是在其他学
科指导下产生和发展起来
的，但也都对力学提出了
各式各样的问题。
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计算机硬盘驱动器

Ø 给定不变的角加速度，从
启动到正常运行所需的时
间以及所需经历的转数。

Ø 已知转台的质量及其分布
，当驱动器到达正常运行
所需角速度时，驱动马达
的功率如何确定?

 雷达跟踪目标

不同的时间间隔内通过测量目标与雷达之间的距离和雷达方位

角准确地测定目标的速度和加速度。  

舰载飞机在发动机和弹射器推力   
    作用下从甲板上起飞

日常生活中的力学问题

2.理论力学的研究对象与内容

Ø力学研究物体机械运动规律的科学，
揭示物体相互作用以及运动之间的
关系。
Ø研究物体的运动，研究作用在物体

上的力与运动之间的关系；
Ø宏观低速

机械运动

        物体在空间位置随
时间变化
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理论力学的研究内容

Ø静力学
ü力系的简化
ü物体的平衡条件

Ø运动学
ü点的运动
ü刚体的运动

Ø动力学

3、理论力学研究模型

Ø理想化

Ø物体模型

Ø工作状态模型

       当所研究的物体运动范围远远超过其本身的几何尺寸时，物
体的形状和大小对运动的影响很小，这时可以将其抽象为只有质
量而无体积的质点。

物体模型－质点与质点系统

研究卫星运动轨道时 ,卫星可视为质点；
研究卫星姿态控制时，则不能视为质点。

_研究运动时忽略极小的变形－刚体 ;

_研究物体的变形和内部受力规律时，则必须
考虑变形－变形体。

刚体与变形体

4、理论力学研究方法

Ø理论分析方法

Ø实验方法－具体设计的实验验证

Ø计算机方法－现代计算技术与计算机应用
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5、力学发展简史

Ø车辆
Ø《墨经》：力的概念、杠杆原理
Ø鲁班：云梯、战船、攻城机械
Ø李冰：都江堰
Ø万里长城
Ø李春：赵州桥（抗震）

Ø达芬奇（意）：斜面、摩擦、力矩
Ø哥白尼（波兰）：日心说
Ø伽利略（意）：惯性定律、加速度概念
Ø牛顿（英）：Isaac Newton
ü1687年《自然哲学的数学原理》，人类认识

史上的飞跃，使物理学成为严谨的科学学科

5、力学发展简史 经典力学在中国的传播

ØMechanics  “重学”
Ø明朝末年《远东奇器图说》《泰西水法》
Ø 1858年，经典力学著作传入中国
Ø 1931年，牛顿的《原理》由商务印书馆出

版，郑太朴译

新中国的力学研究

Ø南京长江大桥
Ø李四光
Ø 1974，人造卫星
Ø三峡
Ø神五——神舟十一号
Ø探月工程

第1篇   静力学

               刚体静力学是将实际物体抽象为刚体，研究物体在力系作用下
的平衡规律。力系（forces system）是指作用于物体上的若干个
力所形成的集合，静力学包括三方面内容： 

     物体的受力分析－分析结构或构件所受到的各个力的方向
和作用线位置。

    力系的等效与简化－研究如何将作用在物体上的一个复杂
力系用简单力系来等效替换，并探求其力系的合成规律。通
过力系的等效与简化能够了解力系对物体作用的总效应。

    力系的平衡条件与平衡方程－研究物体处于平衡状态时作
用在其上的各种力系应满足的条件。利用平衡条件建立所对
应的数学方程，称为平衡方程。 

       静力学的核心问题是利用平衡方程求解物
体或物体系统的平衡问题。而研究力系的等效简
化则是为了探求、建立力系的平衡条件。

       静力学（statics）基础的概念、理论和方法
不仅是工程构件静力设计的基础，而且在解决许
多工程技术问题中有着广泛应用。 

第1篇   静力学

       本章主要介绍静力学模型—物体
的模型、连接与接触方式的模型、载
荷与力的模型，同时介绍物体受力分
析的基本方法。 

第1篇   静力学 §1-1  静力学基本概念

  物体的抽象与简化－刚体 

  平衡

  力

一、力的概念
        离开了物体，力就不可能存在。力虽然看不见，但它的作用效应
完全可以直接观察，或用仪器测量出来。实际上，人们正是从力的作
用效应来认识力本身的。

1．力的定义

       力的作用点指的是力在物体上的作用位置。
力的作用位置是一定的面积，应为分布力。集中力
在实际中是不存在的，它是分布力的理想化模型。

        力（force）是物体间的相互作用，这种作用将使物体的
运动状态发生变化－运动效应（effect of motion），或使物体
发生变形－变形效应（effect of deformation）。

F=Fxi+Fyj+Fzk 
2．力的三要素   大小、方向、作用点

外效应（运动状态发生改变）、内效应（变形）

§1-1  静力学基本概念
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 集中力和分布力 

       物体受力一般是通过物体间直接或间接接触进
行的。接触处多数情况下不是一个点，而是具有一
定尺寸的面积。因此无论是施力体还是受力体，其
接触处所受的力都是作用在接触面积上的分布力
（distributed force）。在很多情形下，这种分布
力比较复杂。例如，人之脚掌对地面的作用力以及
脚掌上各点处受到的地面支撑力都是不均匀的。 

§1-1  静力学基本概念

        当分布力作用面积很
小时，为了分析计算方便起
见，可以将分布力简化为作
用于一点的合力，称为集中
力（concentrated force）。

        例如，静止的汽车通过
轮胎作用在水平桥面上的力，
当轮胎与桥面接触面积较小
时，即可视为集中力；而桥
面施加在桥梁上的力则为分
布力。 

 集中力和分布力 

       当分布力作用面积很小时，
为了分析计算方便起见，可以
将分布力简化为作用于一点的
合力，称为集中力
（concentrated force）。

       例如，静止的汽车通过轮
胎作用在桥面上的力，当轮胎
与桥面接触面积较小时，即可
视为集中力；而桥面施加在桥
梁上的力则为分布力。 

q

 集中力和分布力 

3．力系

       作用在物体上的若干个力总称为力系。
对同一物体产生相同效应的两个力系互称
为等效力系。如果一个力系与单个力等效，
则此单个力称为该力系的合力，而力系中
的各力则称为合力的分力。

§1-1  静力学基本概念

二、  物体的抽象与简化－刚体 

       实际物体受力时，其内部各点间的相对距离都要发生改变，其结果
是使物体的形状和尺寸改变，这种改变称为变形（deformation）。物
体变形很小时，变形对物体的运动和平衡的影响甚微，因而在研究力的
外效应时，可以忽略不计，这时的物体便可抽象为刚体(rigid body)。
如果变形体在力系作用下处于平衡，则将此变形体刚化为刚体时，其平
衡状态不变，这一论断称为刚化原理(rigidity principle)。 

       任何物体受力后都将或多或少地发生变形。所谓刚体是指在受力情
况下保持其几何形状和尺寸不变的物体，亦即受力后刚体内任意两点之
间的距离保持不变的物体，是一种理想化的力学模型，实际上并不存在
这样的物体。

§1-1  静力学基本概念

       作用于物体上使之保持平衡的力系称
为平衡力系。

三、  平衡

       物体的平衡是指物体相对于惯性坐标
系处于静止或匀速直线运动状态。工程上
一般是指物体相对于地面保持静止或做匀
速直线运动的状态。

§1-1  静力学基本概念

静力学公理

一、二力平衡公理

二、加减平衡力系公理

三、平行四边形公理

四、作用力与反作用力公理

        二力平衡原理 不计自重的刚体在二
力作用下平衡的必要和充分条件是：二
力沿着同一作用线，大小相等，方向相
反。其数学表达式为 

F1= －F2 

        作用有二力二处于平衡的刚体称为
二力构件(members subjected to the 
action of two forces)或二力杆。 

一、二力平衡公理

二力构件的受力特点是此二力必沿两个受力点的连线。

一、二力平衡公理
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         在作用于刚体的力系中，
加上或减去任意个平衡力系，不改变原力系对刚
体的作用效应，称为加减平衡力系原理。

      ( p r i n c i p l e  o f 
transmissibility of a force) 作用于刚体上的力可沿
其作用线滑移至刚体内任意点而不改变力对刚体
的作用效应。 

       加减平衡力系原理是 (reduction of a force 
system)的重要依据之一。

二、加减平衡力系公理

F =－F'

      ( p r i n c i p l e  o f 
transmissibility of a force) 作用于刚体上的力可沿
其作用线滑移至刚体内任意点而不改变力对刚体
的作用效应。 

二、加减平衡力系公理

       对于刚体，力的三要素为：力的大小、方向和作用线。
       可沿方位线滑动的矢量称为 (sliding vector)。
作用于刚体上的力是滑动矢量。 

二、加减平衡力系公理

三、平行四边形公理

       作用在物体上同一点的两个力，可以合成为一个合
力。合力的作用点也在该点，合力的大小和方向，由这
两个力为边构成的平行四边形的对角线确定。

合力(合力的大小与方向)                      (矢量的和)21 FFFR




亦可用力三角形求得合力矢

       推论Ⅱ：   作用于刚体上的三个
力，若构成平衡力系，且其中两个力的作用线汇交于一
点，则三个力必在同一平面内，而且第三个力的作用线
一定通过汇交点。 

三、平行四边形公理 四、作用与反作用公理

       作用力和反作用力总是同时存在，同时消失，等值、
反向、共线，作用在相互作用的两个物体上．

  作用力与反作用力是一对平衡力吗？

       施力物体对受力物体有力作用时，受力物体对施力
物体有反作用力存在。作用力和反作用力大小相等，方
向相反，作用在相互作用的两个物体上．

§1-3  约束

        工程中的机器和结构都是由若干零件和构件通过相互接
触和相互连接而成。约束（constraint）则是接触和连接方式
的简化模型。

        物体的运动，如果没有受到其他物体的直接制约，诸如
飞行中飞机、火箭、人造卫星等，这类物体称为自由体
（free body）。物体的运动，如果受到其他物体直接制约，
诸如在地面上行驶的车辆受到地面的制约、桥梁受到桥墩的
制约、各种机械中的轴受到轴承的制约等等，这类物体称为
非自由体或受约束体（constrained body）。 

        约束的作用是对与之连接物体的运动施加一定的限制条
件。地面限制车辆在地面上运动；桥墩限制桥梁的运动，使
之保持固定的位置；轴承限制轴只能在轴承中转动等等。 

一、约束概念

Ø 约束限制物体的某些运动或运动趋势，故
约束对物体的作用实质上就是力的作用，这种
力称为约束反力(reactions of constraint)，简
称反力(constraint force)。

一、约束概念

§1-3  约束

        工程中的机器和结构都是由若干零件和构
件通过相互接触和相互连接而成。约束
（constraint）则是接触和连接方式的简化模型。 

        约束施加于被约束物体上的力称为约束力
（constraint force）。 

二、常见约束与约束力 

§1-3  约束
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       缆索、工业带、链条等统称为柔索（cable）。这种约束的
特点是其约束力只能沿柔索方向，并且背离物体（拉力）。 

二、常见约束与约束力 

1、柔性约束 

链条约束与约束力

皮带约束与约束力

1、柔性约束T 

二、常见约束与约束力 

        约束体与被约束体都是刚体，因而二者之间为刚性接触，
这种约束称为刚性约束或光滑面约束。

2、刚性约束N 

齿轮啮合力

    光滑面约束反力的特点是通过接触点、沿该点公法线并指向被物体。 

二、常见约束与约束力 

    刚性约束反力过接触点、沿该点公法线并指向被物体。 

齿轮啮合力

2、刚性约束反力N 

滑槽与销钉

    刚性约束反力过接触点、沿该点公法线并指向被物体。 

2、刚性约束反力N 

      工程结构中为了减少因温度变
化而引起的约束力，通常在固定铰
链支座的底部安装一排辊轮或辊轴，
可使支座沿固定支承面自由滚动，
这种约束称为滚动铰链支座，又称
辊轴支座(roller support)或滑动支
座。当构件的长度由于温度变化而
改变时，这种支座允许构件的一端
沿支承面自由移动。 

3、光滑铰链约束

FR

FR

FR

3、光滑铰链约束

辊 轴(实际约束中FR方向也可以向下)

FRFR

反力特点：垂直于支
承面，指向不定。

3、光滑铰链约束

        将具有相同圆孔的两构件用圆柱形销钉连接
起来，称为中间铰约束 

Fy

Fx

FR

3、光滑铰链约束
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     当外界载荷不同时，接触点会变，则约束力的
大小与方向均有改变．

可用二个通过轴心的正交分力          表示．yx FF


,

3、光滑铰链约束

铰

3、光滑铰链约束

销钉(铰链)

3、光滑铰链约束

——固定铰支座

        构 件 的 端 部 与
支座有相同直径的圆
孔，用一圆柱形销钉
连接起来，支座固定
在地基或者其他结构
上。这种连接方式称
为固定铰链支座，简
称 为 固 定 铰 支 座
(smooth cylindrical 
pin support)。桥梁
上的固定支座就是固
定铰链支座。 

3、光滑铰链约束 ——固定铰支座3、光滑铰链约束

球 铰

——固定铰支座3、光滑铰链约束

       约束特点：通过球与球壳将构件连接，构件可以绕球心任意转动，
但构件与球心不能有任何移动。

       约束力：当忽略摩擦时，球与球座亦是光滑约束问题。约束力通过
接触点，并指向球心，是一个不能预先确定的空间力，可用三个正交分
力表示。

球

股骨

盆骨

球窝

盆骨与股骨之间的球铰连接

——球铰3、光滑铰链约束 ——球铰3、光滑铰链约束
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       分析力学问题时，往往必须首先根据问题的性质、已知
量和所要求的未知量，选择某一物体（或几个物体组成的系
统）作为研究对象，并假想地将所研究的物体从与之接触或
连接的物体中分离出来，即解除其所受的约束而代之以相应
的约束力。
       解除约束后的物体，称为分离体（isolated body）。

       分析作用在分离体上的全部主动力和约束力，画出分离
体的受力简图－受力图。这一过程即为受力分析。

F

怎样确定O、B二处的受力？

受力分析思路：

   选定合适的研究对象，确定分离体；

   画出所有作用在分离体上的主动力；

   在分离体的所有约束处根据约束的性质画出约束力。 

   勿添勿漏；

例题1、绘制自重为W的匀质球体的受力图

确定A、B二处的约束力

A

B

例 题 2

A

取 隔 离 体画 受 力 图

A

       重力为FP 的AB杆放置在刚性槽内。
所有接触处均为光滑接触。试画出AB杆
的受力图。

1. 研究对象：AB 杆，画出
其分离体； 
       2. 在分离体上画上主动力FP； 

       3. 由各光滑面接触处约束力沿
其公法线方向画出三处的约束力 ； 

例 题 3        当选择若干个物体组成的系统作为研究对象时，作用于
系统上的力可分为两类：系统外物体作用于系统内物体上的
力，称为外力（external force）；系统内物体间的相互作用
力称为内力（internal force）。

       内力和外力的区分不是绝对的，内力和外力，只有相对
于某一确定的研究对象才有意义。由于内力总是成对出现的，
不会影响所选择的研究对象的平衡状态，因此，在受力图不
必标出。

       此外，当所选择的研究对象不止一个时，要正确应用作
用与反作用定律，确定相互联系的研究对象在同一约束处的
约束力应该大小相等方向相反 

例 题 4

    图示结构中各杆重力均不计，
所有接触处均为光滑接触。

    AO、AB 和CD 构件的
受力图。
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解：1. 整体受力：

例 题 4

       O、B二处为固定铰链约束，
可以画出其约束力；

     其余各处的约束力均为内力，
不必画出。

D处作用有主动力F。  

例 题 4

解：2. AO杆受力：

      O处受力与整体受力图一致；

      C、A两处为中间活动铰链，
约束力可以分解为两个分力。 

例 题 4

  解：3. CD杆受力：

      C处受力与AO在C处的受
力，互为作用力和反作用力；

     CD上所带销钉E处受到AB
杆中斜槽光滑面约束力力FR；

     D处作用有主动力F。 

解：4. AB杆受力：

A处受力与与AO在A处的受力互为作用力和反作用力；

E处受力与CD在E处的受力互为作用力和反作用力；

B处的约束力分解为两个分量。 

例 题 5

       图示结构中各杆重力均
不计，所有接触处均为光滑
接触。

各构件的受力图。

       解：1. 整体受力：

       A处为固定铰链，约束力方向未知，
可用两个分力FAx ，FAy表示；

       K处为辊轴支承，只有铅垂方向约
束力FK ；

       H处为柔索，约束力FT(拉力)。D、
C、I、B 处未解除约束，约束力无需
画出(内力)。 

       CB为二力杆，所以C处FCB方向沿
CB；

       I处为中间活动铰链，故I处约束力
可用两个分力FIx ，FIy 表示；

       D处中间活动铰链处的约束力也可
用两个分力FDx ，FDy 表示。 

CB 杆为二力杆，其C 端约
束力与CD 杆C 端的约束力互为
作用与反作用力。 

A 处和K 处约束力与整体受力图相同；
I 处的约束力与CD 杆上I 处的约束力互为作用力和反作用力；

B 处的约束力与CB 杆上B 处的约束力互为作用力和反作用力。 
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：

柔索拉力与整体受力图相同；
D 处约束力与CD 上D 处的约束力互为作用力与反作用力。

例1-3 

解：

取    杆，其为二力构件，简称
二力杆，其受力图如图(b)

CD

水平均质梁   重为  ，电动机
重为   ，不计杆   的自重，
画出杆   和梁   的受力图。

2P


ABCD
CD

AB 1P


课堂练习

取    梁，其受力图如图 (c)AB

若这样画，梁   的受力
图又如何改动?

AB
   杆的受力图能否
画为图（d）所示？
CD

课堂练习

不计自重的梯子放在光滑水平地
面上，画出梯子、梯子左右两部
分与整个系统受力图．

解：绳子受力图如图（b）所示

课堂练习

梯子左边部分受力图
如图（c）所示

梯子右边部分受力图
如图（d）所示

课堂练习

整体受力图如图（e）所示

课堂练习

画受力图步骤：

3、按约束性质画出所有约束（被动）力

1、取研究对象（分离体），画出简图

2、标出所有主动力

小  结

4、检查受力图中的力是否有多、漏、错的现象。

力—物体间的相互作用；力是矢量。对一般物体而言，力是定位
矢量；对刚体而言，力是滑移矢量。

刚体—受力不变形的物体。

约束——物体与物体之间接触和连接方式的简化模型，约束
的作用是对与之连接物体的运动施加一定的限制条件。

约束力—约束对被约束物体的作用力。

平衡—物体相对惯性系静止或作匀速直线平移。 

小  结
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第二章

平面汇交力系

一.平面汇交力系的合成——力多边形法则

§2-1  平面汇交力系合成与平衡的几何法

211 FFFR








3

1
312

i
iRRR FFFF


1

n

R i i
i

F F F


  
  

力多边形

力多边形法则：将力系中各力
顺次首尾相连，始力起点到终
力终点即为合力。

一.平面汇交力系的合成

0iF 


二.平面汇交力系平衡的几何条件

平面汇交力系平衡的充分必要条件是：

力系的力多边形自行封闭

力系平衡的必要与充分条件是该力系的
合力等于零。

一、力在坐标轴上的投影

§2-2  平面汇交力系合成与平衡的解析法

Ø  设有力F 与x 轴共面，由力F 的始端A点和末端B 点分别向x轴作垂线，
垂足为a和b，则x轴上线段ab的长度就表示力F在x轴上的投影，记为Fx。
如果从a到b的指向与x轴的正向一致，则Fx为正值，反之为负值。

Fx=Fcosα=−Fcosβ

力在轴上的投影是有正负规定的代数量，计算时要特

别注意投影的正负号。

Ø 当0°≤α＜90°时，Fx为正值，Fx=F；

Ø 当90°＜α ≤180°时，Fx为负值，Fx=−F；

Ø 当α =90°时，Fx为零。

一、力在坐标轴上的投影












sin
cos

FF
FF

y

x











xy

yx

FF

FFF

tan

22

两个投影的正负判定力的指向

一、力在坐标轴上的投影

力系的合力在某一轴上的投影，等于力
系中各分力在同一轴上投影的代数和。

二、合力投影定理














ynyyyy

xnxxxx

FFFFF

FFFFF

21R

21R

由合力投影定理：

 xRx FF  yRy FF

合力的大小为： 2222 ))   yxRyRxR FFFFF （（

方向为：  

由投影正负判定合力指向，作用在力系的汇交点。

三、平面汇交力系合成的解析法

iR FF



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例2-1  固定于房顶的吊钩上有三个力F1、F2、F3，其数值与方向如
图所示。用解析法求此三力的合力。

FRx = F1x + F2x + F3x= 732 N + 0 – 2000 N×cos30°= - 1000 N
FRy = F1y + F2y + F3y = 0 – 732 N – 2000 N×sin30°= - 1732 N

60                

732.1tan

N 2000)()( 22
R








 



 xy

yx

FF

FFF

求此力系的合力.

解：用解析法

N3.12945cos45cos60cos30cos 4321    FFFFFF ixRx

N3.11245sin45sin60sin30sin 4321    FFFFFF iyRy

N3.17122  RyRxR FFF

7548.0cos 
R

Rx

F
Fθ

6556.0cos 
R

Ry

F
F

β

 01.49,99.40  βθ

例2-2 四、平面汇交力系的平衡方程

平衡条件 0RF


平衡方程








0

0

y

x

F

F

如图所示，重物G=20kN，
用钢丝绳挂在支架的滑轮B
上，钢丝绳的另一端缠绕在
铰车D上。杆AB 与BC 铰接，
并以铰链A、C 与墙连接。
如两杆和滑轮的自重不计，
并忽略摩擦和滑轮的大小，
试求平衡时杆AB 和BC 所受
的力。

四、平面汇交力系的平衡方程 如图所示，重物G=20kN，用钢丝绳挂在支架的滑轮B上，钢丝绳的
另一端缠绕在铰车D上。杆AB与BC铰接，并以铰链A、C与墙连接。
如两杆和滑轮的自重不计，并忽略摩擦和滑轮的大小，试求平衡时
杆AB和BC所受的力。

平衡方程应用思路

Ø 选取研究对象（整体、部分）
Ø 画受力图（由简单到复杂）
Ø 建立坐标系（沿某未知力）
Ø 列平衡方程（避免求解联立方程）
Ø 检查（新取投影轴）

例2-3 已知：

求：
1.水平拉力F=5kN时，碾子对地面及障碍物的压力？

2.欲将碾子拉过障碍物，水平拉力F至少多大？

3.力F沿什么方向拉动碾子最省力，及此时力F多大？？

P=20kN，R=0.6m， h=0.08m 解： 1.取碾子，画受力图.

30arccos 



R

hRθ 11.4kNAF 

10kNBF sin
cos

B

A B

F θ F
F F θ P


 

用几何法，按比例画封闭力四边形

2.碾子拉过障碍物，

用几何法解得

0AF应有

F P tanθ=11.55kN

解得   kN10sinmin  θPF3.
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已知：AC=CB，F=10kN,各杆自重不计；

求：CD 杆及铰链A的受力.

例2-4 解：CD为二力杆，取AB杆，画受力图.

用几何法，画封闭力三角形.

或

按比例量得   kN4.22,kN3.28  AC FF

已知：系统如图，不计杆、轮自重，

忽略滑轮大小，P=20kN；

求：系统平衡时，杆AB,BC 受力.

例2-5 

解：AB、BC 杆为二力杆，

    取滑轮B（或点B），画受力图.

建图示坐标系

060cos30cos 21   FFFBC0yF 

kN32.27BCF

PFF  21

kN321.7BAF

0xF  1 2cos 60 cos 30 0BAF F F    

例2-6 §2-3   平面力对点之矩的概念和计算

一、平面力对点之矩（力矩）

力矩作用面，O称为矩心，
O到力的作用线的垂直距
离h称为力臂

1.大小：力F与力臂的乘积

2.方向：转动方向

两个要素：

          力对点之矩是一个代数量，它的绝对值等于力的
  大小与力臂的乘积，它的正负：力使物体绕矩心逆时
  针转向时为正，反之为负.常用单位N·m或kN·m。

 OM F F h  


一、平面力对点之矩（力矩） 二、合力矩定理

平面汇交力系

   O R O iM F M F
 

该结论适用于任何合力存在的力系

三、力矩与合力矩的解析表达式

     
sin cos

O O y O x

y x

M F M F M F

x F y F
x F y F

 

 

     
   

  

     ixiiyiRO FyFxFM


    iORO FMFM

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§2-4   平面力偶理论

一.力偶和力偶矩

1.力偶

 FF 


,
        由两个等值、反向、不共线的（平行）力组
成的力系称为力偶，记作

两个要素

a.大小：力与力偶臂乘积

b.方向：转动方向

力偶矩

2M F d ABC     

力偶中两力所在平面称为力偶作用面

力偶两力之间的垂直距离称为力偶臂

2.力偶矩 二. 力偶与力偶矩的性质

1.力偶没有合力，力偶在任意坐标轴上的投
影等于零.力偶只能由力偶来平衡.

     
  FdxFxdF

FMFMFFM OOO



11

111
,



2.力偶对任意点取矩都等于力偶矩，不因矩
心的改变而改变.

   
FddF

xFxdFFFMO



'

22,
2



力偶矩的符号 

M

3.只要保持力偶矩不变，力偶可在其作用面内任
意移转，且可以同时改变力偶中力的大小与力臂
的长短，对刚体的作用效果不变.

=

= =

= =

= =

=

已知： ;,, 21 nMMM 

任选一段距离d 1
1 F

d
M  dFM 11 

2
2 F

d
M 

dFM nn n
n F

d
M 

dFM 22 

三.平面力偶系的合成和平衡条件

= =

nR FFFF  21

nR FFFF  21

=

= =

dFM R dFdFdF n 21 nMMM  21

i

n

i
i MMM 

1

平面力偶系平衡的充要条件 M = 0，平衡方程：

0 iM

平面力偶系平衡的必要和充分条件是：所有各力偶
矩的代数和等于零.

三.平面力偶系的合成和平衡条件
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例2-7

求:  .FMO



解:直接按定义

  cos

78.93N m
OM F F h F r θ    

 



按合力矩定理

     
cos 78.93N m

O O t O rM F M F M F

F θ r

 

    

  

,20θ 60mmr 已知: F=1400N, 

例2-8

求：

解：

由杠杆平衡条件

0sincos  lFxFyF CDBB 

解得
l

xFyFF BB
CD




 sincos

;,,,, lyxF BB已知：

平衡时，CD杆的拉力.

CD为二力杆，取踏板

例2-9

解：

q
l
xq 

qlxq
l
xP

l

2
1d

0

 

由合力矩定理 xq
l
xxxqhP

ll

dd
0

2

0
 

得 lh
3
2



已知q,l；求合力及其作用线位置。

取微元如图

例2-10
;200,20,10 321 mmmNmN  lMMM

求： 光滑螺柱AB所受水平力.

已知：

  0M

0321  MMMlFA

解得 N200321 



l

MMMFF BA

解：由力偶只能由力偶平衡的性
质，其受力图为

例2-11 

求：平衡时的     及铰链O，B 处的约束力.2M

解：取轮,由力偶只能由力偶平衡的性质,画受力图.

0M 0sin1  rFM A

取杆BC，画受力图.

解得 8kNO AF F 

;30,m5.0,mkN21
 θrOAM已知

0M 0
sin 2

'  MrFA 

解得 2 8kN mM  

8kNB AF F 

课堂练习：求结构平衡时P、Q比值。
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第三章
平面任意力系

一、力的平移定理

FdFMM BB  )(


§3-1 平面任意力系向作用面内一点简化

作用在刚体上力可平行移动到刚
体上任一点，但必须同时附加一
个力偶，附加力偶矩的大小等于
原力对平移点之矩。

二、平面任意力系向作用面内一点简化

1 1 1 1( )OF F M M F 
  

2 2 2 2( )OF F M M F  
  

( )n n n O nF F M M F  
  

R i iF F F   
  

)( iOiO FMMM


 

平面任意力系最终的简化结果为一个力和一个力偶。这个力
称为主矢，大小等于原力系中各力的矢量和，与简化中心无
关；这个力偶称为主矩，大小为原力系中各力对简化中心之
矩的代数和，通常与简化中心有关。

R iF F 
 

主矢 )( iOO FMM


主矩

二、平面任意力系向作用面内一点简化 ' 'Rx ix ix xF F F F    

' 'Ry iy iy yF F F F    

主矢大小 22 )()( iyixR FFF 

方向 cos( ' , ) ix
R

R

FF i
F





 
cos( ' , ) iy

R
R

F
F j

F





 

作用点 作用于简化中心

主矩 )( iOO FMM




三、平面固定端约束

三、平面固定端约束

= =

=≠

三、平面固定端约束 四、平面任意力系的简化结果分析

=
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0RF 0OM
主矢即为合力，
合力作用线过简化中心

四、平面任意力系的简化结果分析

( ) ( )o R O O iM F M M F 合力矩定理
R

O

F
Md


 O RM F d R RF F F 

0RF
0OM

合力，作用线距简化中心
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合力矩定理

    平面力系的合力对某点之矩等于力系
中各分力对同一点之矩的代数和

若为O1点，如何?

0RF 0OM 合力偶

与简化中心的位置无关

四、平面任意力系的简化结果分析

0RF 0OM 平衡
与简化中心的位置无关

四、平面任意力系的简化结果分析 例3-1：

例3-1： 例3-1：
例3-2   铆接薄钢板，在铆钉B，C，D分别受到力F1、F2和F3
的作用如图所示。已知F1＝100N，F2＝50N，F3＝200N。图
中尺寸单位为mm。求①力系向A点，C点的简化结果；②力系
简化的最终结果；③以上三种情况的简化结果是否等效。

FR/方向角α ＝36.87°，
大小和方向与简化中心的
选择无关，故向A点或C
点简化得到的主矢相同。
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例3-3 已知：

1 450kN,P  2 200kN,P  1 300kN,F  2 70kN;F 

求：

合力作用线方程

力系向O点的简化结果

合力与OA的交点到点O的距离x，

解：（1）主矢：

1 2

1 2 2

cos 232.9kN

sin 670.1kN
x

y

F F F

F P P F





  

     



2 2' ( ) ( ) 709.4kNR x yF F F   

cos( ', ) 0.3283 , cos( ', ) 0.9446
' '

yx
R R

R R

FF
F i F j

F F
      

( ', ) 70.84 , ( ', ) 180 19.16R RF i F j       
  

主矩：

1 1 2( ) 3 1.5 3.9 2355kN mO OM M F F P P       


（2）求合力及其作用线位置.

'
2355 3.3197
709.4

O

R

M
d

F
   m

 0 0
3.514

cos 90 70.84
dx  


m

（3）求合力作用线方程

  ' '
O O R Ry Rx Ry RxM M F x F y F x F y F        



   2355 670.1 232.9x y   

607.1 232.9 2355 0x y  

平面任意力系平衡的充要条件是：     

力系的主矢和对任意点的主矩都等于零

0 0R OF M  


§3-2 平面任意力系平衡方程

一、平面任意力系的平衡方程

0
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 
 








        平面任意力系平衡的解析条件是：各力在两个坐
标轴上的投影代数和分别等于零，以及各力对于任意
一点的矩的代数和也等于零.

0

0

0

x

y

O

F

F

M

 
 








一般形式

一、平面任意力系的平衡方程

例3-4：已知重物的重量为P，杆AB、BC与
滑轮D联接如图所示，不计滑轮的自重。求
支座A处的约束反力以及BC杆所受的力。

例3-4：已知P，求A处反力及BC杆受力。
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  :0BM RAYRAYT FFPrF  06.03.0

二、二矩式平衡方程
















0
0
0

B

A

x

M
M
F

限制条件：两个矩心连线不得与投影轴垂直
  :0BM RAYRAYT FFPrF  06.03.0

RAXRAXT FFPF  06.03.05.0

  :0EM

三、三矩式平衡方程
















0
0
0

C

B

A

M
M
M

限制条件：三矩心不得共线

平面力系平衡方程思路小结

  0XF

  0YF

  0AM

  0BM

  0CM

选
画
建
列
查

平面力系平衡方程思路小结

例3-5 已知： 1 10 ,P  kN 2 40 ,P  kN

求：轴承A、B处的约束力.
解： 取起重机，画受力图.

  0xF

  0yF

0AM 

0Ax BF F 

1 2 0AyF P P  

1 25 1.5 3.5 0BF P P      

50AyF  kN

31BF   kN

31AxF  kN

例3-6 已知： AC=CB= l，P=10kN; 求：
铰链A和DC杆受力.

解：取AB梁，画受力图.

  0xF

  0yF

cos 45 0Ax CF F 

sin 45 0Ay CF F P  

0AM 
cos 45 2 0CF l P l   

解得
kN10,kN20,kN28.28  AyAxC FFF

例3-7 已知： 20 ,M  kN m100 ,P  kN

400 ,F  kN20kN m,q  1 ;l  m
求固定端A处约束力.

解：取T型刚架，画受力图.
其中 1

1 3 30
2

F q l   kN

  0xF

0AM 

  0yF

0
1 sin 60 0AxF F F   316.4AxF  kN

060cos  FPFAy

0360sin60cos1  lFlFlFMMA


kN300AyF

mkN1188 AM
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例3-8 已知： , , , ;P q a M qa 求A、B反力.

解：取AB 梁，画受力图.

  0xF

0AM 

  0yF

0AxF  0AxF 

4 2 2 0BF a M P a q a a       
3 1
4 2BF P qa 

2 0Ay BF q a P F    
3

4 2Ay
PF qa ?

四、平面平行力系的平衡方程

  0xF 0000  

  0xF 0coscoscos 321  FFF

  0yF 0sinsinsin 321  FFF

两点连线不得与各力平行










0
0

B

A

M
M

各力不得与投影轴垂直











0
0

A

y

M
F

平面平行力系的方程两种形式

已知： ,200,700 21 kNkN  PP AB=4m；
求：（1）起重机满载和空载时不翻倒，平衡载重P3；

（2）P3=180kN，轨道AB给起重机轮子的反力。
解：取起重机，画受力图.
满载时临界条件为： ,0AF



  0BM 01028 21min3  PPP

P3min=75kN

例3-9

375kN 350kNP 

空载时临界条件为： ,0BF


  0AM 4P3max-2P1=0

F3max=350kN

P3=180kN时

  0AM

041424 213  BFPPP

FB=870kN

0iyF 
0321  PPPFF BA

FA=210kN

§3-3 物体系统平衡

       实际工程结构大都由两个或两个以上构件通过一定约束方式
连接起来的系统。在工程静力学中构件的模型都是刚体，所以这
种系统称为刚体系统(system of rigidity bodies)或物体系统。

       分析刚体系统平衡问题的基本原则与处理单个刚体的平衡问
题是一致的，但有其特点，其中很重要的是要正确判断刚体系统
的静定性质，并选择合适的研究对象。

       前几节所研究的问题中，作用在刚体上的未知力的数目正好
等于独立的平衡方程数目，应用平衡方程可以解出全部未知量。
这类问题称为静定问题(statically determinate problem)。相应的
结构称为静定结构(statically determinate structure)。

       实际工程结构中，为了提高结构的强度和刚度，或者为了其
他工程要求，常常需要在静定结构上，再加上一些构件或者约束，
从而使作用在刚体上未知约束力的数目多于独立的平衡方程数目，
因而仅仅依靠刚体平衡条件不能求出全部未知量。这类问题称为
静不定问题(statically indeterminate problem) 。相应的结构称
为静不定结构(statically indeterminate structure)或超静定结构。

一、静定与超静定概念 一、静定与超静定概念 一、静定与超静定概念
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       未知内力或反力的数目多于平衡方程的数目称为
超静定次数S。

一、静定与超静定概念

       对于超静定问题，必须考虑物体因受力
而产生的变形，补充某些方程，才能使未知
量的数目等于方程的数目。求解超静定问题
将在材料力学中介绍。本章将讨论静定的刚
体系统的平衡问题。 

       整体平衡与局部平衡

       系统的平衡问题中，若仅考虑整体平衡，其未知约束力的

数目多于平衡方程的数目，但是，如果将刚体系统中的构件分开，

依次考虑每个构件的平衡，则可以求出全部未知约束力。这种情

形下的刚体系统依然是静定的。

       求解刚体系统的平衡问题需要将平衡的概念加以扩展，即：

系统如果整体是平衡的，则组成系统的每一个局部以及每一个刚

体也必然是平衡的。 

二、物体系统平衡

    分清内力和外力
    内力和外力是相对的，需视选择的研究对象而定。研究对
象以外的物体作用于研究对象上的力称为外力(external 
force)，研究对象内部各部分间的相互作用力称为内力
(internal force)。内力总是成对出现，它们大小相等、方向
相反、作用作用在同一直线上。

       考虑以整体为研究对象的平衡时，由于内力在任意轴上
的投影之和以及对任意点的力矩之和均为零，因而不必考虑。
但是，一旦将系统拆开，以局部或单个刚体作为研究对象时，
在拆开处，原来的内力变成了外力，建立平衡方程时，必须
考虑这些力。 

二、物体系统平衡

      图示曲柄滑块机构中，已
知F，OA=R， AB= l，不计物
体自重与摩擦,系统在图示位置
平衡。求驱动力矩M 的大小，
轴承O处的约束力，连杆AB受
力，冲头给导轨的侧压力。

例3-10

解: 取冲头B,画受力图.

0yF  0cos  BFF

22cos Rl
FlFFB





0xF  0sin  BN FF

22
tan

Rl

FRFFN


 

例3-10 已知F，OA=R， AB= l，求驱动力矩M ，O处反力，
AB受力，冲头给导轨的侧压力。

取轮0,画受力图.

  0ixF

2 2Ox
FRF
l R

 


  0iyF

OyF F 

0OM  0cos  MRFA 

FRM cos
FFF BA 

例 题 3-11

       结构由杆AB与BC在B处铰接而成。结构A处为固定端，
C处为辊轴支座。结构在DE段承受均布载荷作用，载荷集
度为q；E处作用有外加力偶，其力偶矩为M。若q、l、M等
均为已知，试求A、C二处的约束力。 

考察结构整体，在固定端处有3个约束力FAx、FAy和
MA；在辊轴支座处有1个竖直方向的约束力FRC 。整体
的3个平衡方程，无法确定所要求的4个未知力。为此，
必须选部分为研究对象。 

例 题 3-11
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杆AB的A、B二处作用有5个约束力，故杆AB不宜最先选作平衡对象。

杆BC的B、C二处共有3个未知约束力，可由3个独立平衡方程确定。因
此，先以杆为平衡对象。

求得BC上的约束力后，再应用B处两部分约束力互为作用与反作用关
系，考察杆AB的平衡，即可求得A处的约束力。

也可以在确定了C处的约束力之后再考察整体平衡也可以求得A处的约
束力。

例 题 3-11

先考察BC 杆的平衡，由 

求得 

例 题 3-11

再考察整体平衡：

例 题 3-11

注意：
       考察刚体系统的平衡问题，局
部平衡对象的选择并不是唯一的。
       选择平衡对象，取决于正确的
受力分析与正确地比较独立的平衡
方程数和未知量数。 

例 题 3-11 3-12 课堂练习

F=20kN, q=10kN/m, 20kN m,M   l=1m;
求A，B 处的约束反力。

F=20kN, q=10kN/m, 20kN m,M   l=1m;

求: A,B 处的约束力.

解: 取CD 梁,画受力图.

0CM 
sin 60 cos30 2 0

2B
lF l ql F l      

FB=45.77kN

32.89kNAxF 

0yF 

2.32kNAyF  

  0AM

2 2 sin 60 3 cos30 4 0A BM M ql l F l F l        

10.37kN mAM  

取整体,画受力图.

0xF 
cos60 sin 30 0Ax BF F F   

例3-13

已知: P2=2P1， P=20P1 ，r, R=2r, 20 ;  

求:

物C 匀速上升时，作用
于小轮上的力偶矩M；
轴承A，B处的约束力。

解: 取塔轮及重物C,画受力图.

  0BM 0Pr F R  110PrF P
R

 

0tan 20rF
F

由

0
1tan 20 3.64rF F P 

0xF  0 rBx FF

13.64BxF P

0yF 

2 0ByF P P F    132PFBy 
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取小轮，画受力图.

0xF 
0yF 

  0AM

' 0M F r  

rPM 110

0Ax rF F 
164.3 PFAx 

1 0AyF F P   19PFAy 

例3-14

已知: P=60kN, 
P1=20kN, 
P2=10kN,
风载F=10kN,      
尺寸如图;

求: A,B 处的约束力.

解: 取整体,画受力图.

  0AM 052461012 21  FPPPPFBy

kN5.77ByF

0yF  02 21  PPPFF ByAy

kN5.72AyF

0xF  0 BxAx FFF

Ax BxF F F 

取吊车梁,画受力图.

  0DM ' 12.5kN
E
F 

取右边刚架,画受力图.

kN5.17BxF kN5.7AxF

0248 21
'  PPF
E

  0CM

  04106  EBxBy FPFF

例3-15
已知:DC=CE=CA=CB=2l, R=2r=l, P,
各构件重不计, 045 . 

求:A,E 处约束力
及BD 杆受力.

取整体,画受力图.解:

  0EM

0
2
522  lPlFA

PFA 8
25



0xF 
045cos 0  AEx FF

0yF  045sin 0  AEy FPF

PFEx 8
5

PFEy 8
13



取DCE 杆,画受力图.   0CM

02245cos 0  lFlFlF ExKDB

PFDB 8
23

3-16 课堂练习

已知：1 4kN,P  2 10kN,P  尺寸如图；

求：BC杆受力及铰链A受力.
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1 4kN,P  2 10kN,P  求：BC杆受力及铰链A受力.

解:取AB 梁，画受力图.

0xF  cos30 0Ax TF F 

0yF 

1 2 sin 30 0Ay TF P P F   

0AM 

2 1sin 30 6 4 3 0TF P P   

17.33kNTF 

5.33kNAyF 

5kNAxF 

例 3-17 已知：P=10kN ,a ,杆、轮重不计；

求： A ,C支座处约束力.

解：取整体，受力图能否这样画？

取整体，画受力图.

0CM  4 8.5 0Ax TaF aP F a  

解得 20AxF   kN

0 0x Ax CxF F F   

20CxF  kN解得

0yF  0Ay Cy TF F F P   

10AyF   kN

取BDC 杆（不带轮） 取ABE（带着轮） 取ABE杆（不带轮）

取BDC杆（带着轮）

1

0
4 3 4 0

B

Cy T T Cx

M
aF F a F a F a
 

      

解得 15kNCyF 

例3-18 已知：P , a ,各杆重不计；

求：B 铰处约束力.

解：取整体，画受力图

0CM  2 0ByF a  

解得 0ByF 

取DEF杆，画受力图

0DM  sin 45 2 0EF a F a   

0xF  'cos 45 0E DxF F 

0EM  ' 2 0DxF a F a   
' cos 45 2Dx EF F F 

' 2DxF F

sin 45 2EF F

ADB杆受力

0AM 

2 0Bx DxF a F a   

得 BxF F 

例3-19 已知： a ,b ,P,各杆重不计， C,E处光滑； 

求证：AB杆始终受压，且大小为P.
解：取整体，画受力图.

0xF  0AxF 

0EM  ( ) 0AyP b x F b    

得　　　　( )Ay
PF b x
b

 

取销钉A，画受力图

0xF  0Ax ADCxF F 

0ADCxF 得

0yF  0AB Ay ADCyF F F  

取ADC杆，画受力图.

取BC，画受力图.

0BM  ' 0CF b Px  

得
'
C

xF P
b



0DM  ' 0
2 2ADCy C
b bF F   

得
'
ADCy C

xF F P
b

 

解得 (ABF P  压）

梯子不滑倒的最大倾角?

θ

§3-5  摩擦

钢丝不滑脱的最大直径?

§3-5  摩擦
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夹持器的最小倾角?

§3-5  摩擦

磨削工具利用摩擦力

§3-5  摩擦

利用摩擦力锚紧泊船

§3-5  摩擦

刹车器利用摩擦力

§3-5  摩擦

轴承

轴承中摩擦力越小越好

§3-5  摩擦

赛车后轮的摩擦力是驱动力

§3-5  摩擦

       摩擦(friction)是一种普遍存在于机械运动中的自
然现象。实际机械与结构中，完全光滑的表面并不存
在。两物体接触面之间一般都存在摩擦。在自动控制、
精密测量等工程中即使摩擦很小，也会影响到仪器的
灵敏度和精确度，因而必须考虑摩擦的影响。
       研究摩擦就是要充分利用有利的一面，克服其不
利的一面。
       按照接触物体之间可能会相对滑动或相对滚动，
有滑动摩擦和滚动摩擦之分。根据接触物体之间是否
存在润滑剂，滑动摩擦又可分为干摩擦和湿摩擦。本
课程只介绍干摩擦时，物体的平衡问题。 

§3-5  摩擦

FP

W

F

FN

       考察质量为m、静止地放置于水平面上的物块，设二者接触面都是非光
滑面。在物块上施加水平力Fp，并令其自零开始连续增大，使物块具有相对
滑动的趋势。因为是非光滑面接触，故作用在物块上的约束力除法向力FN外，
还有一分析与运动趋势相反的力，称为静滑动摩擦力，简称静摩擦力（static 
friction  force）,用F 表示。   

1、滑动摩擦——库伦定律

F

FPO 45°

Fmax
Fd

运动状态静止状态

临界状态

FP

W

F
FN

       当FP＝0时，由于二者无相对滑动趋势，故静摩擦力F＝0。当FP开始增
加时，静摩擦力F 随之增加，直至F＝FP时，物块仍然保持静止。

       物块开始运动后，静滑动摩擦力突变至动滑动摩擦力Fd。此后，主动力
FP的数值若再增加，则摩擦力基本上保持为常值Fd。 

      FP再继续增加，达到某一临界值FPmax时，摩擦力达到最大值，F＝Fmax。
这时，物块开始沿力Fp的作用方向滑动。

1、滑动摩擦——库伦定律
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        根 据库 仑( C o u l o m b )摩 擦 定 律 ， 最 大 静 摩 擦 力
（maximum  static  friction  force）与正压力成正比，其方向
与相对滑动趋势的方向相反，而与接触面积的大小无关。 

       式中，fs称为静摩擦因数（static friction factor）。静摩擦
因数fs主要与材料和接触面的粗糙程度有关，可在机械工程手
册中查到，但由于影响摩擦因数的因素比较复杂，所以如果需
要较准确的fs数值，则应由实验测定。 
       上述分析表明，开始运动之前，即物体保持静止时，静摩
擦力的数值在零与最大静摩擦力之间，即 

       从约束的角度，静滑动摩擦力也是一种约束力，而且是在
一定范围内取值的约束力。 

1、滑动摩擦——库伦定律

0 xF 0T SF F  S TF F

静滑动摩擦力的特点

方向：沿接触处的公切线，    
       与相对滑动趋势反向；

大小： max0 FFs 

NFfF smax （库仑摩擦定律）

1、滑动摩擦——库伦定律

大小： NFfF dd 

sd ff 

（对多数材料，通常情况下）

动滑动摩擦力的特点:

方向：沿接触处的公切线，与相对滑动趋势反向；

1、滑动摩擦——库伦定律

RAF


---全反力

       物体处于临界平衡状态时，全反力和
法线间的夹角---摩擦角

2、摩擦角和自锁现象

ftan sf
NF

Fmax
N

Ns

F
Ff



       全反力和法线间的夹角的正切等于静滑动
摩擦因数．

摩擦锥 f0  

自锁现象 斜面自锁条件 f 

螺纹自锁条件 f 

       考虑摩擦时的平衡问题，与不考虑摩擦时的平
衡问题有着共同特点，即：物体平衡时应满足平衡
条件，解题方法与过程也基本相同。

       但是，这类平衡问题的分析过程也有其特点：

   首先，受力分析时必须考虑摩擦力，而且要注意
摩擦力的方向与相对滑动趋势的方向相反；

   其次，在滑动之前，即处于静止状态时，摩擦力
不是一个定值，而是在一定的范围内取值。 

3、考虑滑动摩擦时物体的平衡问题

maxFFs 0

       放置于斜面上的物块重FW＝1000 N；斜面倾角为30º。物块
承受一方向自左至右的水平推力，其数值为FP＝400 N。若已知物
块与斜面之间的摩擦因数fs＝0.2。

   求：1. 物块处于静止状态时，静摩擦力的大小和方向；
          2. 使物块向上滑动时，力FP的最小值。 

例题 28
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解：根据本例的要求,需要判断物块是否静止。这一类问题的解法是：
假设物体处于静止状态，首先由平衡方程求出静摩擦力F和法向反
力FN。再求出最大静摩擦力Fmax。将F与Fmax加以比较，若

物体处于静止状态，所求F有意义；若

物体已进入运动状态，所求F 无意义。

maxFF 

maxFF 

例题 28

解：1．确定物块静止时的摩擦力F 值 
       以物块为研究对象，假设物块处于静止状态，并有向上
滑动的趋势，受力如图示。其中摩擦力的指向是假设的，若
结果为负，表明实际指向与假设方向相反。由 

W P0 sin30 cos30 0xF F F F  ＝ － － ＝ F＝－153.6 N 
       负号表示实际摩擦力F的指向与图中所设方向相反，即物
体实际有下滑的趋势，摩擦力的方向实际上是沿斜面向上的。 

例题 28

最大静摩擦力为 
213.2NN106620Nsmax ＝＝＝ .FfF

因此，物块在斜面上静止；摩擦力大小为153.6 N,其指向沿
斜面向上。 

maxFF 

解：1．确定物块静止时的摩擦力F 值 

N W P0 cos30 sin30 0yF F F F  ＝ － ＝ FN＝1066 N 

W P0 sin30 cos30 0xF F F F  ＝ － － ＝ F＝－153.6 N 

例题 28

解：2．确定物块向上滑动时所需要主动力FP的最小值FPmin 

0cos30sin300 PminWmax ＝－－＝  FFFFx 
0sin30cos300 PninWN ＝－＝  FFFFy 

Nsmax FfF ＝

建立平衡方程和关于摩擦力的物理方程：  

联立，解得 ：FPmin＝878.75 N   
当力FP的数值超过878.75 N时，物块将沿斜面向上滑动。 

例题 28

       梯子的上端B靠在铅垂的墙壁
上，下端A搁置在水平地面上。假
设梯子与墙壁之间为光滑约束，
而与地面之间为非光滑约束。已
知：梯子与地面之间的摩擦因数
为fs；梯子的重力为W。
      1．设梯子在倾角1的位置保
持平衡，求: A、B二处约束力FNA、
FNB和摩擦力FA；
      2．若使梯子不致滑倒，求: 
倾角的范围。 

例题 29

解: 1.梯子在倾角1的位置保持平衡时的约束力 

梯子的受力如图示。其中将摩擦力FA作为一般的约束力，
假设其方向如图示。于是有 

  0sincos
2

0 1N1 ＝－，＝   lF
l

WM BA F

00 N ＝－＝ WFF Ay
00 N ＝＝ BAx FFF 

例题 29

1

1
N 2sin

cos

W

F B＝ WN FF A＝ 1N cot
2


W

FF BA ＝－＝－

所得FA的结果为负值，表明梯子下端所
受的摩擦力与图中所假设的方向相反。 

       这种情形下，摩擦力FA的方向必
须根据梯子在地上的滑动趋势预先确
定，不能任意假设。

解: 2. 求梯子不滑倒的倾角的范围 

       平衡方程和物理方程分别为  

  0sincos
2

0 N ＝＋，＝   lFlWM BA F

00 N ＝－＝ WFF Ay
00 N ＝－＝ BAx FFF

AA FfF Ns＝

例题 29

解: 2. 求梯子不滑倒的倾角的范围 

  N0 cos sin 0
2

FA B
lM W F l     ＝ ， ＋ ＝

00 N ＝－＝ WFF Ay
00 N ＝－＝ BAx FFF

AA FfF Ns＝

联立，不仅可以解出A、B二处的约束力，而且可以确定保持
梯子平衡时的临界倾角

 s2arccot f＝

 s2arccot f

例题 29

由常识可知，角度越大，梯子越易保持平衡，故平衡时梯子对地
面的倾角范围为 

例题30
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解：分别取闸杆与鼓轮为研究对象：

设鼓轮被制动处于平衡状态

对鼓轮， 0
1
 OM 0 sT RFrF

对闸杆， 0 OM 0 cFbFFa sN

且 Nss FfF  而 ssT FFPF  ,

解得 ( )s

s

rP b f cF
f Ra




静滚动摩阻（擦）
4、滚动摩阻（擦）的概念

0 xF 0 sFF

0 AM 0FRM

max0 FFs 

max0 MM 

NFfF smax NFM max 最大滚动摩阻（擦）力偶

静滚动摩阻（擦）

滚动摩阻（擦）系数，长度量纲

的物理意义

静滚动摩阻（擦） 使圆轮滚动比滑动省力的原因

处于临界滚动状态

100
15.3
3507.0

1

2 




Rf

F
F s

处于临界滑动状态

NFR
F 

1
RFFM 1max  N

2max FFfF s  N NFfF s2

一般情况下， sfR


 或 sfR




混凝土路面 mm15.3 7.0sf

例：某型号车轮半径， mm450R

21 FF  或 21 FF 

已知： ； ,,,RP

例题31

0 AM
0sin max1min  MRFRP T

0 yF 0cos1  PFN
又 1max1 NFM 

联立解得 )cos(sinmin 
R

PFT 

0 AM
0sin max2max  MRFRP T

0 yF 0cos2  PFN
又 2max2 NFM 

解：（1）设圆柱  有向下滚动趋势，取圆柱O O

(b)

系统平衡时 ( sin cos ) ( sin cos )BP R M P R        

（2）设圆柱   有向下滚动趋势.图bO
0 OM 1max 0sF R M  

0 yF 0cos1  PFN
又

1max1 NFM 

解得 cossF P
R
 

联立解得 )cos(sinmax 
R

PFT 

同理，圆柱   有向上滚动趋势时，图cO
R

f s


只滚不滑时， cos1 PfFfF sNss  则应有

得
R

f s


 圆柱匀速纯滚时，       .
R

f s




(b)

分析和处理刚体系统平衡问题时，注意以下几方面：

     认真理解、掌握并能灵活运用“系统整体平衡，组成系统的
每个局部必然平衡”的重要概念。
    某些受力分析，从整体上看，可以使整体保持平衡，似乎是正
确的。但却不能保证每一个局部都是平衡的，因而是不正确的。 

      要灵活选择研究对象
  所谓研究对象包括系统整体、单个刚体以及由两个或两个以上刚
体组成的子系统。灵活选择其中之一或之二作为研究对象，一般
应遵循的原则是：尽量使一个平衡方程中只包含一个未知约束力，
不解或少解联立方程。 

小  结
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      注意区分内约束力与外约束力、作用与反作用力。
    内约束力只有在系统拆开时才会出现，故而在考察整体平衡时，无
需考虑内约束力，也无需画出内约束力。
  当同一约束处有两个或两个以上刚体相互连接时，为了区分作用在
不同刚体上的约束力是否互为作用与反作用力，必须对相关的刚体逐
个分析，分清哪一个刚体是施力体，哪一个是刚体受力体。 

      注意对主动分布载荷进行等效简化
考察局部平衡时，分布载荷可以在拆开之前简化，也可以在拆开之后
简化。要注意的是，先简化、后拆开时，简化后合力加在何处才能满
足力系等效的要求。 

小  结

关于摩擦角的两点结论：            

 摩擦角是静摩擦力取值范围的几何表示。

 三维受力状态下，摩擦角变为摩擦锥。

小  结

       主动力作用线位于摩擦角
范围内时，不管主动力多大，
物体都保持平衡，这种现象称
为自锁。

自锁及其应用

小  结

       主动力作用线位于摩擦角范
围以外时，不管主动力多小，物
体都将发生运动。

自锁及其应用

小  结

  主动力作用线与法线之间的
夹角等于摩擦角时物体处于
临界状态。

自锁及其应用

小  结

       正确地进行直观判断，根据平衡的基本原理，可以不通过建
立平衡方程，而直接确定某些未知力，甚至全部约束力。这在工
程中，特别是现场工程分析中，是很重要的。同时，正确的直观
判断，有利于保证理论分析与计算结果的正确性。 

       正确的直观判断，必须以平衡概念为基础，同时正确应用对
称结构受力的对称性和反对称性。

       所谓对称结构，是指如果结构存在对称轴（平面问题）或对
称面（空间问题），结构的几何形状、几何尺寸以及结构的约束，
都对称于对称轴（平面问题）或对称面（空间问题）。 

       对称结构若承受对称载荷，则其约束力必然对称于对称轴；
对称结构若承受反对称载荷，则其约束力必然是反对称的。 

小  结

对称结构若承受对称载荷，则其约束力必然对称于对称轴；
对称结构若承受反对称载荷，则其约束力必然是反对称的。 

小  结
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第2篇   运动学

       运动学涉及运动分析的基本的概念、基本理论和基本方法。
这些内容不仅是运动学的基础，也是动力学(dynamics)的基础。

       运动学的研究对象是质点和刚体。

       运动学（kinematics）研究物体在空间的位置随时间的变化，
即物体运动的几何性质，但是不涉及引起运动的原因。

       物体的运动都是相对的，因此研究物体的运动必须指明参考
体和参考系。

       物体运动的位移、速度和加速度都是矢量，因此研究运动学
采用矢量方法。一般情形下，这些矢量的大小和方向会随着时间
的变化而变化，因而称为变矢量。变矢量运算与常矢量有相同之
处，也有不同之处。这是学习运动学的难点。 

§5-1   点的运动学

一、 基本概念

1、参考系
       根据运动的相对性，研究物体的运动，必须选取另一个物体
作为参考，这一物体称为参考体(reference body)，与参考体固连
的坐标系称为参考系(reference system)。

       参考体是一个大小有限的物体，而参考系则应理解为与参考
体固连的整个坐标空间。

3、速度    描述运动快慢和方向

4、加速度    表征速度大小和方向的变化

2、运动方程  r r t 

O

       选取坐标原点O 向点P 作矢量r，称为点P 对于原点O 的位置
矢量（position vector），简称位矢或矢径。当点P 运动时，位矢r 
也随该点一起运动，且为时间t 的单值函数： 

r r´ r
P

二、描述点的运动的矢量法

  r = r (t) 是用变矢量表示的点的
运动方程。点P在运动过程中，
其位置矢量的端点描绘出一条
连续曲线，称为位矢端图
(hodograph of position 
vector)。显然，位矢端图就是
点P 的运动轨迹（trajectory）。 

P
P´

 r r t
 

r

v t 瞬时: 矢径 r(t)

 r(t)＝ r (t＋t)－r(t)
t 瞬时点的速度

 t 时间间隔内矢径的改变量,称为点的位移.

t＋ t 瞬时: 矢径  r (t ＋  t )
                         或  r(t)＋  r(t)

在时间间隔Δt 内，点由位置P 运动到 P

其方向沿轨迹切线方向，指向点的运动方向。 

P
P´

二、描述点的运动的矢量法

t 瞬时: 速度 v(t)

 v(t)＝ v (t ＋  t )－ v(t)

点在 t 瞬时的加速度：

 t 时间间隔内速度的改变量

t＋ t 瞬时:速度 v(t ＋  t )
                       或v(t)＋  v(t)

速度v和加速度a都是变矢量。

二、描述点的运动的矢量法

 r r t
 

运动方程

单位  m/s

速度
d

d

r
v r

t
 


 

加速度

单位 2m/s

2

2

d d

d d

v r
a v r

t t
   

 
   

     速度:矢径矢端曲线切线

     加速度:速度矢端曲线切线

二、描述点的运动的矢量法

直角坐标与矢径坐标之间的关系

 ( ) ( ) ( )r t x t i y t j z t k  
 

运动方程

( )
( )
( )

x x t
y y t
z z t





三、描述点的运动的直角坐标法

矢径

考虑到在Oxyz定参考系中，i、j、k均为常矢量

点的速度为：

        动点在空间的位置可以用矢径

r表示，也可由3个坐标方程确定：
x = f1(t)
y = f2(t)
z = f3(t)

    点速度矢量在直角坐标轴上的投影等于点的相应坐标对时间的一阶导数。

｛

三、描述点的运动的直角坐标法
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d
dx
xv
t



d
dy
yv
t



d
dz
zv
t



d d d d
d d d d x y z
r x y zv i j k v i v j v k
t t t t

      
     速度

三、描述点的运动的直角坐标法

2

2
y

y
v ya
t t

 
d d
d d

2

2
z

z
v za
t t

 
d d
d d

2

2
x

x
v xa
t t

 
d d
d d

加速度

dd dd
d d d d

yx z
x y z

vv vva i j k a i a j a k
t t t t

      
     

    点的加速度矢量在直角坐标轴上的投影等于点的相应
坐标对时间的二阶导数。

    点的速度和加速度均可按平方项求和公式求解。

三、描述点的运动的直角坐标法

例5-1: 椭圆规机构

求P 点的运动方程、速度、加速度。

1. 建立固定参考系Oxy；

2. 将所考察的点置于坐标系中的一般位置；

3. 根据已知的约束条件列写点的运动方程。

三、描述点的运动的直角坐标法

P点的运动方程：

从中消去t 得到P 点的轨迹方程

   
tddy

tdldlx



sinsin

cos2cos2




例5-1: 椭圆规机构

求P点的运动方程、速度、加速度。    
tddy

tdldlx



sinsin

cos2cos2




讨    论

对于直线坐标，位于坐标轴的正向；

    对于直角坐标系，位于坐标系的第一象限

何时作加速度运动？

何时作减速度运动？

例5-2 

解：  A，B 点都作直线运动，取Ox 轴如图所示。

运动方程

)sin(sin   trbrbxA

)sin(sin   trrxB

B 点的速度和加速度

   trxv BB cos

 2 2sinB B Ba x r t x        
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 ( )x t T x t 

周期运动

频率
T

f 1


例5-3   如图所示，当液压减振器工作时，它的活塞在
套筒内作直线往复运动。设活塞的加速度                   　　　　
（    为活塞的速度，k为比例常数)，初速度为      。
求活塞的运动规律。

a kv 
 

v 0v
 0 0, ta kv v v x t  

 
已知： 。求： 。

d
d
va kv
t

  由
0 0

d d
v t

v

v k t
v
  得

0
0

ln , ktv kt v v e
v

  

0
d
d

ktxv v e
t

 由

tevx ktx

x

t
dd  

0 0 0

 kte
k
vxx  10

0

1、弧坐标：点运动时，其弧坐标随时间而变化：

)(tss 

四、描述点的运动的弧坐标法

1). 有坐标原点(一般在轨迹上任选一参考点作为坐标原点)；
2). 有正、负方向(一般以点的运动方向作为正向)；
3). 有相应的坐标系。

2 、 弧坐标中的速度表示

d d d
d d d
r rv s s
t t s

    

0

d lim 1
d
r r

ts s


 


  



d
d
r
s


τvs
t
s ＝＝

d
d

τv τv

       点的速度在切线轴上的投影等于弧坐标对时间的一阶导数。

四、描述点的运动的弧坐标法

根据加速度的定义以及弧坐标中速度的表达式

3、  弧坐标中的加速度表示

四、描述点的运动的弧坐标法

3、弧坐标中的加速度表示

四、描述点的运动的弧坐标法

当     0 时，  的极限方向垂直于  ，亦即n 方向。



s






四、描述点的运动的弧坐标法
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3、弧坐标中的加速度表示



四、描述点的运动的弧坐标法

当     0 时，  的极限方向垂直于  ，亦即n 方向。

3、弧坐标中的加速度表示

四、描述点的运动的弧坐标法

3、弧坐标中的加速度表示

——切向加速度

——法向加速度

四、描述点的运动的弧坐标法

小    结
  切向加速度

表示速度矢量大小的变化率；

  法向加速度

表示速度矢量方向的变化率；

d d d
d d d
v va v
t t t

  
 

 

d d d
d d d

s v n
t s t
 


 

 


2d
d t n
v va n a a n
t
 


   

    

四、描述点的运动的弧坐标法

2 2
t na a a 

曲线匀速运动 0 0 00, ,ta v v s s v t    常数

曲线匀变速运动 2
0 0 0

1, ,
2t t ta v v a t s s v t a t     常数

四、描述点的运动的弧坐标法

点沿曲线运动，图示各点给出的速度和加速度
那些是可能的?

A B C D

提交

E F G

多选题 1分

点M沿螺旋线自外向内运动，走过的弧长与时
间成正比，问点的加速度是越来越大还是越来
越小？点越跑越快还是越跑越慢？

速度越来越快

速度越来越慢

加速度越来越大

加速度越来越小

A

B

C

D

提交

多选题 1分

自然轴系
       当运动轨迹为空间曲线时，弧坐标系中所得到

的结论同样成立，只需将弧坐标系扩展为自然轴系。

四、描述点的运动的弧坐标法

       过M点与运动轨迹相切

的平面称为密切面(osculating 

plane)。
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( )

( )
( ) P－ 空间曲线上的动点；

N－ 密切面内垂直于切线的直线，
其正向指向曲率中心；

自然轴系

四、描述点的运动的弧坐标法

相互正交的三条轴线构成随时间变化
的直角坐标系，称为自然轴系。

加速度在副法线方向的投影恒为零。 

例5-6

        1．分析圆盘边缘一点M的运动；
        2．讨论当轮心的速度为常数时，轮边缘上各点的速度和加
速度分布。

R

v0A












cos
sin

AMACy
AMOCx ( sin )

(1 cos )
x R
y R

 


 
  

例5-6

于是M点的运动方程为：

解：1.  建立坐标系Oxy

RCMOCxA 

         取点M所在的一个最低位置
为原点O，设在任意时刻t圆盘的转
过的角度为CAM＝，为时间t
的函数，C是圆盘与轨道的接触点，
由于圆盘作纯滚动，所以：











cos
sin

AMACy
AMOCx ( sin )

(1 cos )
x R
y R

 


 
  

点M 的速度分量为：

(1 cos )
sin

x R
y R

 
 

 


 





2

2

(1 cos ) sin
sin cos

x R R
y R R

   
   

  


  

 

 

加速度分量为：

M点的运动方程为：例5-6  

Ax OC R 

将其对 t 求一次导数，可得 

0Ax R v 

圆盘沿直线轨道作纯滚动，故轮心A点作水平直线运动:

再对 t 求一次导数，可得 

0 0Ax R v a   

0Ax R v  0 0Ax R v a   

引入 则有     

R
a
R
v

0

0









 

即轮上M 点的速度大小与M 点到C 点（轮上与地面接触点）的距
离成正比。其方向由下式确定： 

 cos cos
2

v, j yv
v

  cos sin
2

v,i xv
v


 

  cos1222  Ryxv 

MCv  
2

sin2 0

M点的速度大小为

 

(1 cos )
sin

x R
y R

 
 

 


 





( sin )
(1 cos )

x R
y R

 


 
  

则纯滚动时轮上各点的速度如图所示。

v  MC

       当 = 0和 = 2时，M点与地面
接触，此时M点的速度为零。

       从图中的几何关系可以证明：
任意点的速度矢量垂直于滚动时轮
与地面接触点的连线，即，

 cos cos
2

v, j yv
v

  cos sin
2

v,i xv
v


 

  cos1222  Ryxv  MCv  
2

sin2 0

加速度可由式 

2

2

(1 cos ) sin
sin cos

x R R
y R R

   
   

  


  

 
 

求得 

ja 2R

       由此可见，当M点与地面接触时，其加速度的大小不等
于零，方向垂直于地面向上。该加速度是点M在此瞬时的切
向加速度，因为此时速度为零，故其法向加速度为零。 

当 = 0和 = 2时，M点与地面接触，此时M点的速度为零。
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M点加速度大小恒为： 

R
a
R
v

0

0









2

2

(1 cos ) sin
sin cos

x R R
y R R

   
   

  


  

 

 

2 2 2a x y R    

M点加速度的方向由下式确定：

 cos sina,i xa
a

   cos cosa, j ya
a

 

  矢量法－结果简明，具有概括性，且与坐标选择无关。对于实际
问题需将变矢量及其导数表示成标量及其导数的形式。
  直角坐标法－实际问题中，一种广泛应用的方法。
  弧坐标法－应用于运动轨迹已知的情形，其最大特点是将速度
矢量大小的变化率和方向变化率区分开来，使得数学表达式的含
义更加清晰。

  描述点运动的三种方法比较

  第一类问题： 已知运动轨迹，确定速度与加速度；
给定约束条件，确定运动轨迹、速度、加速度。

  第二类问题： 已知加速度以及运动的初始条件，确定速度和运动
轨迹——第一类问题的反运算。

  点的运动学应用的两类问题

  平动

  定轴转动

§5-2   刚体简单运动

BABA rrr 

一、平动

0
d

d


t
BAr

BA rr  

v vA B BA aa 

同一瞬时，平动刚体上各点的轨迹相
同，速度相同，各点的加速度也相同。
因此刚体平移时，可以用刚体上任一
点（例如质心）的运动表示刚体的运
动。于是，研究平移刚体的运动可归
结为研究点的运动。 

例题5-7

解：板运动过程中，其上任意直
线始终平行于它的初始位置。因
此，板作平移。

1.运动轨迹

例题5-7

解：板作平移。

2. 速度

例题5-7

3. 加速度

42   l

t 2 n 2( ) ( )  C A C Ca a a a

t 2 n 2( ) ( ) A Aa a

222 )()( ll  

       需要注意的是虽然平板上各点的运动轨迹均为圆，但是平
板并不作转动，而是作平面曲线平动。由此，在分析中需要注
意刚体运动与刚体上点的运动的区别。 

例题5-7

       如果研究位于定系中的平面刚体绕垂直于
纸面的轴O（图上未示出的轴z）转动，则取
与刚体固结并通过轴O的任意直线OP，以OP
与定坐标轴Ox之间的夹角为坐标。于是，转
角随时间t的变化描述了刚体的运动，由此得
到刚体定轴转动的运动方程为：定轴转动刚体

)(tf

二、定轴转动

       刚体运动时，若其上（或其扩展部分）一
条直线始终保持不动，其它各点均围绕轴线作
圆周运动，则称这种运动为定轴转动（fixed－
axis rotation）。这条固定的直线称为转轴，
轴线上各点的速度和加速度均恒为零。



2021-5-19

7

定轴转动刚体

刚体的角速度与角加速度分别为 












＝＝

＝

转角（或角位移）、角速度与角加速度都
是描述刚体整体运动的物理量。 

二、定轴转动

角速度
d

d d
d

t
t




 



：大小

方向：逆时针为正

2

2

d d
d dt t
 

      角加速度

d 0
dt


   0 t   匀速转动

0

2
0 0

d cont
d

1
2

t
t

t t

   

   

   

  

匀变速转动

二、定轴转动 二、定轴转动

例5-8 汽车发动机曲轴的转速在12s内由每分钟1200转匀速增加
到每分钟2700转，求（1）角加速度；（2）曲轴转过的圈数。

解：

α

曲轴做匀变速转动：

（2）

三、定轴转动刚体内各点的速度和加速度

2、速度

v s R R   
3、加速度

  22
2 1 




RR
R

va

Rs
t
va

n

t



 
d
d

1、点的运动方程

s R

定轴转动刚体

刚体定轴转动时，其上各点的速度和加速度与点到转轴的距离成正比。 












＝＝

＝

三、定轴转动刚体内各点的速度和加速度

速度与加速度分布图

v R
2tan t

n

a
a





 

2 2 2 4
t na a a R     

(1) 转动刚体上各点的速度、切向加速度、法切向加速度、加

速度的大小分别与其转动半径成正比。同一瞬时转动半径上

各点的速度、加速度呈线性分布。

(2) 转动刚体上各点的速度方向垂直于转动半径，其指向与角

速度的转向一致。

(3) 转动刚体上各点的切向加速度垂直于转动半径，其指向与

角加速度的转向一致。

(4) 转动刚体上各点的法向加速度方向，沿半径指向转轴。

(5) 任一瞬时转动刚体上各点的加速度与转动半径的夹角相同。
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轮系的传动比

A、齿轮传动

①　啮合条件

1 1 2 2A BR v v R   

②　传动比

1 2 2
12

2 1 1

R zi
R z




     

B、带传动

1 1 2 2A A B Br v v v v r      

1 2
12

2 1

ri
r




 

角速度矢量
d
dt


 



 











大小

作用线 沿轴线 滑动矢量

指向 右手螺旋规则

k 


角加速度矢量
d d
d d

k k
t t
    
  

二、定轴转动

1、角速度矢量和角加速度矢量

考察三维定轴转动刚体

角速度矢量、角加速度矢量

d
dt


＝ω k k

2

2

d d
d dt t


 ＝

ωα k k





若刚体加速转动，则与同向。
若减速转动，则与反向。 

二、定轴转动 2、绕定轴转动刚体上点的速度和加速度

 d d
d d
va r
t t

  


 

d d
d d

rr
t t
    
 



r v    
  

ta r 
 

t na a 
 

sinr R v
v r

  


     


  
  大小

方向 右手法则
速度

加速度

M点切向加速度

( )na v r      
     M点法向加速度

考察三维定轴转动刚体

PP rωv 

ttt
P

P
P

P d
d

d
d

d
d rωrωva 

)( PP rωωrα 

t na aP P 

t
P Pa r n 2

P Pa r

二、定轴转动
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第6章 
点的合成运动

       相对某一参考体的运动可由相对于其他参考体的
几个运动的组合而成 ——合成运动。

       由于运动的相对性，在不同的参考系中，对于同一动点，
其运动方程、速度和加速度是不相同的。许多力学问题中，常
常需要研究一点在不同参考系中的运动量 (速度和加速度 )的相
互关系。
       本章将用定、动两种参考系，描述同一动点的运动；分析
两种结果之间的相互关系，建立点的速度合成定理和加速度合
成定理。

       点的运动复合是运动分析方法的重要内容，在工程运动分
析中有着广泛的应用；同时可为相对运动动力学提供运动分析
的理论基础；点的运动复合的分析方法还可推广应用于分析刚
体的复合运动。本章是运动学的重点内容。  

第6章   点的合成运动

 点的合成运动基本概念

 点的速度合成定理

 牵连运动为平动时点的加速度合成定理

 牵连运动为转动时点的加速度合成定理

第6章   点的合成运动

一、两种参考系

         一般工程问题中，通常将固连在地球或相对地球不动的

架构上的坐标系，称为 定参考系 （fixed reference system ）,

简称定系，以坐标系 Oxyz表示；固定在其它相对于地球运动

的参考体上的坐标系称为 动参考系 （moving reference 

system ），简称 动系，以坐标系 O'x'y'z'表示。 

一、 两种参考系

       夹持在车床三爪卡盘上的圆
柱体工件与切削车刀。卡盘 —工
件绕轴转动，车刀向左作直线平
移。若以刀尖 P 点为动点作为研
究对象，则可以卡盘 —工件为动
系O´x´y´z´ ，而以车床床身（固
连于地球）为定系 Oxyz 分析动
点P 的运动。

一、两种参考系

        动点（研究对象）相对于定系
的 运 动 ， 称 为 动 点 的 绝 对 运 动
（absolute motion ）。动点刀尖 P
点的绝对运动为水平直线（绝对轨
迹）运动。

二、三种运动与三种速度和加速度

       动点相对于动系的运动，称为
动点的相对运动 （relative 
motion ）。动点刀尖上 P点的相对
运动是在工件圆柱面上的螺旋线
（相对轨迹）运动。

二、三种运动与三种速度和加速度 二、三种运动与三种速度和加速度
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       动系上每一瞬时与动点相重合
的那一点，称为瞬时 重合点 ,又称为
牵连点 。由于动点相对于动系是运
动的，因此，在不同的瞬时，牵连
点是动系上的不同点。  

二、三种运动与三种速度和加速度

1. 动点的绝对运动和相对运动都是指点的运动，它可能作
直线运动或曲线运动；而牵连运动则是指动系的运动，实
际上也就是与之相连的参考体－刚体的运动，牵连运动可
能是平移、转动或其它较复杂的运动；

2. 牵连速度（加速度）是指牵连点的（绝对）速度（加速
度），而牵连运动是指动参考体－刚体的运动。这在概念
上是不同的，二者的联系是牵连点是动参考体上与动点的
瞬时重合点；

3. 分析这三种运动时，必须明确以哪一物体作为参考系。  

二、三种运动与三种速度和加速度

定参考系？

动参考系？

绝对运动？

相对运动？  

牵连运动？

主梁不动时

二、三种运动与三种速度和加速度

动点 [填空1] ，动系  [填空2] 
绝对运动为  [填空3] ；
相对运动为  [填空4] ；
牵连运动为  [填空5] ；

作答

正常使用填空题需 3.0以上版本雨课堂

填空题 5分

定参考系？

动参考系？

绝对运动？

相对运动？  

牵连运动？

二、三种运动与三种速度和加速度 动点 [填空1]  ，动系  [填空2]   
绝对运动为   [填空3] ；
相对运动为   [填空4] ；
牵连运动为   [填空5] ；

作答

正常使用填空题需 3.0以上版本雨课堂

填空题 5分

课堂练习：选择动点动系，确定三种运动。

z

x

y

O

z

x

y

z

x
y

z

x

y

z

x y

z

x y

z

x

y
z

x

y

t  瞬时

z

x
y

t+ t 瞬时

一、  动系与定系

刚体（用刚体上在定系中运动的曲线表示）

§6-2   点的速度合成定理
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z

x

y

O

z

x

y

P，P1

P

 P1

刚体在定系中运动，动系固结在刚体上。

P1 点－动系上与动点重合的点。

r

r1

动点P 沿着刚体上的曲线运动。

二、  三种运动轨迹

§6-2   点的速度合成定理

ttt ttt 












1

000
limlimlim

rrr
era vvv 

三、 速度合成定理

z

x

y

r

r1P， P1

P

 
P1

绝对速度 牵连速度

相对速度

速 度 合 成 定 理 （ t h e o re m  f o r  c o m p o s i t i o n  o f 
velocities ），即

。

由于没有对绝对运动和相对运动轨迹形状作任何限制，也
没有对牵连运动为何种刚体运动作限制，因此本定理对各种运
动都是适用的。  

三、 速度合成定理

三、 速度合成定理 例6-1

绝对运动：上下直线运动；

相对运动：沿 AB直线运动；

牵连运动：铅垂平面内曲线平移。  

x´

y´ 解：1. 运动分析

动点：CD上的C点；

动系：固连于 AB杆。

 解：2.速度分析

x´

y´

x´

y´

         采用矢量投影法求解速度合成定理的矢量方程，是最
一般的方法，这时速度的方向即使假设错了，也能求得到
正确的解答。

 三、速度合成定理 例6-2
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 解：1. 运动分析

        动点：小环 P；
        动系：固连于 OBC；y´

x´

绝对运动：沿 OA固定直线；
相对运动：沿 BC杆直线；
牵连运动：绕 O定轴转动。  

y´
x´

 解 :  2. 速度分析

 sinsin rvv ae 

22

2

1
1 rl

r
AO
ve







例6-3 已知: 1 1, , , : ?OA r OO l OA   水平。求 。

解:  1、动点：滑块  A 动系：摇杆 1OB

大小：              ?         ?

方向：

3、速度分析：

解：1、动点： AB 杆上A

            动系：凸轮

 牵连运动：定轴运动（轴 O）

 相对运动：圆周运动（半径 R）

 2、绝对运动：直线运动（ AB）

已知： , , ABe AC R v  。求： 。

cota e
ev v OA e
OA

      

 牵连运动：定轴运动（轴 O）

 相对运动：圆周运动（半径 R）

 绝对运动：直线运动（ AB）

已知： , , ABe AC R v  。求： 。

大小：   ?                    ?

方向：

3、速度分析：

求：矿砂相对于传送带 B 的速度。

例6-5   矿砂从传送带 A落入到另一传送带 B上，如图
所示。站在地面上观察矿砂下落的 速度 　　　　　 ，
方向与铅直线成 300角。已知传送带 B 水平传动速度 　　　　　
　。

sm41 v

sm32 v
解：1、动点：矿砂 M    动系：传送带 B

arcsin( sin 60 ) 46 12o oe

r

v
v

  

2v


 牵连运动： 平移（    ）

1v


 2、绝对运动： 直线运动（     ）

 相对运动：未知

已知： 1 24m s , 3m s rv v v  。求： 。

sm6.360cos222  
eaear vvvvv

大小：                        ?

方向：

3、速度分析：

?
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解：1、动点： M点    动系：框架  BACD

2 2 2 2
1 2a e rv v v R     

2

1

arctan arctane

r

v
v




   
    

   

 牵连运动：定轴转动（ AB 轴)

 相对运动：圆周运动（圆心 O 点）

 2、绝对运动：未知  

已知： 1 2, , , MR OM v  水平。求： 。

2 1

a e rv v v
R R 

   

大小  ?      

方向  ?

 3、

√　     　√　

       点的合成运动中，加速度之间的关系比较复杂。因

此，我们由简单到复杂，先分析动系作平移的情形。即

先研究牵连运动为平动时的加速度合成定理，然后再介

绍牵连运动为转动时的加速度合成定理。  

kjiv  zyx r kjia  zyx r

利用点的速度合成定理  

  牵连运动为平移

rea vvv 

ev vO

kjivv   zyxO a

kjiv  zyx r kjia  zyx r kjivv   zyxO a

kjiva   zyxO a

eaa O

OO   av

由于动系平移，故  

kjia  zyx r

       牵连运动为平移时点的加速度合成定理：当牵连

运动为平移时，动点在某瞬时的绝对加速度等于该瞬

时它的牵连加速度与相对加速度的矢量和。  

例6-7

绝对运动：上下直线运动；

相对运动：沿 AB直线运动；

牵连运动：铅垂平面内曲线平移。  

x´

y´  解：1. 运动分析

动点：CD上的C点；

动系：固连于 AB杆。
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x´

y´
 解：2.加速度分析：

由平行四边形法则，得  

m/s346.0sine  aaCD

φ

 ae

 ar

 aa

绝对运动：静止，故绝对加速度  

牵连加速度的大小  

相对加速度的大小  

动点的绝对 加速度
2

e Ra 

方向指向圆盘中心 O 
2

r Ra 

方向也指向圆盘中心 O 

牵连加速度与相对加速度的矢量和

2 2 2
e r a2 0a a n n n aR R R       

牵连运动为平移时的加速度合成定理，

对于牵连运动为转动的情形不再成立。  

不正确的分析思路所得到的是不正确的结论

将速度合成定理等号两侧分别对时间  t 求一次绝对导数

当牵连运动为转动时

　　

                              　　　　　　　　　　　　　　　　　

           　　　　　　　　　　　　　　　　　
r
vaa rn

rr

2


2
e

n
ee raa 

 
re

r
e

rean
aa v

r
vr

r
vr

r
vaa  2

2
2

22





       当动系为定轴转动时，动点在某瞬时的绝对加

速度等于该瞬时它的牵连加速度、相对加速度与科

氏加速度的矢量和。  

加速度合成定理分析过程
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牵连运动为转动时加速度合成定理的证明

kjir  zyx

kjiv  zyx r

kjia  zyx r

v r 

rωvv 
1e P

kjir  zyx

kjiv  zyx r

kjia  zyx r

牵连运动为转动时加速度合成定理的证明

rωvv 
1e P

加速度矢量与角速度矢量和角加速度矢量
之间的关系式  

e1e vωrαaa  P

PPP vωrαa 

牵连运动为转动时加速度合成定理的证明

rωvv 
1e P

kjiv  zyx r

应用速度合成定理，有  

a e rv = v + v = r+ i + j + kx y z        

将其对时间  t 求一次导数，得到  

   a a x y z x y z                             a v ω r ω r i j k i j k

牵连运动为转动时加速度合成定理的证明

   a a x y z x y z                             a v ω r ω r i j k i j k

a e r, r v v v    
ri + j + k = ax y z       

利用泊松公式  

2
d
d Pt


  
j ω j v 3

d
d
k k v Pt
   

1
d
d Pt


  
i ω i v

  r

x y z x y z
x y z

                  

          

      

  

i j k ω i ω j ω k
ω i j k ω v

上式中  

牵连运动为转动时加速度合成定理的证明

牵连运动为转动的加速度合成定理证明

d
d

A
A e A

rv r
t

  


 

'A Or r k 
 

d d ' ( ')
d d
O

e O
r k r k
t t


   

  

d
d
O

O e O
rv r
t


   


 

' ', ' ', ' 'e e ei i j j k k       
       

因为

' 'd ' ' ,
d e
k k i j
t

 


    ， ，得 同理可得 即

   a a x y z x y z                             a v ω r ω r i j k i j k

a e r, r v v v    
ri + j + k = ax y z       

  r

x y z x y z
x y z

                  
          

      

  

i j k ω i ω j ω k
ω i j k ω v

牵连运动为转动时加速度合成定理的证明

科氏加速度由右手法则判定方向

       当动系为定轴转动时，动点在某瞬时的绝对
加速度等于该瞬时它的牵连加速度、相对加速度
与科氏加速度的矢量和。  
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牵连运动为转动的加速度合成定理

例6-8

  解：

已知：ω=0.5rad/s ；OB=0.1m。

试求:  当=60º时小环P 的加速度。   

动点：小环 P；

动系：固连于 OBC；   

绝对运动：沿 OA 固定直线；

相对运动：沿 BC 杆直线；

牵连运动：绕 O 定轴转动。

例6-8

vr=0.2 m/s 

2.加速度分析：  

绝对加速度为 aa，方向假设向右；

相对加速度为 ar，假设方向指向 B点；

牵连加速度为 an
e，方向指旋转轴 O。

  解：例2中求得小环的相对速度为  

科氏加速度为 aC， 方向垂直于 vr。

例6-8

vr=0.2 m/s  

 应用加速度合成定理
Cr

n
ea aaaa 

各项向矢量 aC方向上投影，得到

n
a e C0.5 0.5a a a  

 2n 2 2
e 0.2m 0.5rad/s 0.05m/sa OP     

例6-8

2
a 0 35m/s.Pa a 

方向与假设一致

   an
e和aC的方向不能假设：  an

e是根据牵连运动为等速转动
确定； aC则是根据科氏加速度的定义

rC 2 vωa 

       右手螺旋定则确定，即：四指指向与矢量 ω方向一致，握拳
四指指向与矢量 vr方向一致，则拇指指向即为 aC的正方向。

  本例的加速度分析中，  
aa和ar的方向是假设的；  

例6-8

a e r Ca a a a  
   

　   点的加速度合成定理： 动点在某瞬时的绝对加速度等

于该瞬时它的牵连加速度、相对加速度与科氏加速度的矢

量和。

2C e ra v 
 

其中科氏加速度

2 sinC e ra v 大小

e rv 
方向垂直于      和

指向按右手法则确定

       图示机构， O1A杆以匀角速度 1转动，轮A半径为r，
与O1A在A处铰接。 O1A=2r，O2B 始终与轮 A接触。图示
瞬时，=60，=30。

求: 图示瞬时 O2B的角速度2、角
加速度2。 

例6-9

解：1. 运动分析
动点：杆 O1A上A点；
动系：固连于 O2B杆；
绝对运动：以 O1为圆心的圆周运动；
相对运动：与 O2B平行的直线运动；
牵连运动：绕 O2轴定轴转动。  
2. 速度分析  

rea vvv 

其中，va垂直于O1A， a 12v r

ve垂直于O2A，大小未知；  vr平行于O2B，大小未知。

x´

y´

例6-9 已知1，r，O1A=2r。=60，=30。
求O2B的2、2。 

1are 3
32

3
3 rωvvv  1

e
2 3

3
2

 
r
v

解得
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3. 加速度分析  

x´

y´

例6-9 已知1，r，O1A=2r。=60，=30。
求O2B的2、2。 

2
1

n
a 2 ra 

2
1r2C 3

42  rva 

x´

y´

n
ea 2

22 AO 2
1 )

3
3(2  r 2

13
2 r

Cr
t
e

n
e

n
aa aaaaaa 

例6-9 已知1，r，O1A=2r。=60，=30。
求O2B的2、2。 

2
1

n
a 2 ra 

2
1r2C 3

42  rva 

n
ea

2
22 AO 2

1)
3
3(2  r 2

13
2 r

x´

y´
Cr

t
e

n
e

n
aa aaaaaa 

C
t
e

n
e

n
a 30cos60cos30cos aaaa 

2
1

t
e 9

18310 ra 
 2

1

t
e

2 9
935

2
 

r
a

例6-9 已知1，r，O1A=2r。=60，=30。
求O2B的2、2。 

       本题选A为动点后， O1A杆和轮A
均不能选作动系，所以选 O2B杆为动
系。此时因轮 A与O2B保持接触，即 A
点运动过程中与动系上 O2B直线保持
距离为r，故A点相对直线 O2B（动系
）作平行直线运动，使 vr、ar方向已
知，便于求解。

为什么不可以选轮 A与O2B杆接触点为动点呢？

轮A与O2B杆接触点是变化的，二者相对轨迹不明确。

   已知：ω0  ，OA＝r
   求：AB与铅垂线夹角为 30o时，摇杆 AB的角加速度。

动点：滑块 A

动系： x1y1固结于O1B

解：1. 运动分析

   已知：ω0  ，OA＝r
   求：AB与铅垂线夹角为 30o时，摇杆 AB的角加速度。

0ar0ae 2
3sin60

2
1cos60 rωvvrωvv   ,

解：2. 速度分析

绝对速度 va ：沿铅垂方向向上；

相对速度 vr：大小未知，
沿O1B方向向上；

牵连速度 ve：大小未知，方
向垂直与 O1A，斜向左上方。

   已知：ω0  ，OA＝r
   求：AB与铅垂线夹角为 30o时，摇杆 AB的角加速度。

Crea aaaa 
沿着OA，指向O；

ar : 大小未知 ，沿着O1B，指向B；

沿着O1A，指向O1；

垂直于 O1A，指向未知 ，假设指向左上；

aC :  垂直于 O1B，指向左上

 
4
3

2
322  2

00
1

e
ro1C  rr

AO
vvωa 

    解：3.  加速度分析

   已知：ω0  ，OA＝r
   求：AB与铅垂线夹角为 30o时，摇杆 AB的角加速度。

O1B角加速度 未知

将所有加速度矢量向 ae
t 方向上投影：

C
t
eacos30 aaa 

2
0

2
0 4

32
2
3

 rrr 

2
08

3 

   已知：ω0  ，OA＝r
   求：AB与铅垂线夹角为 30o时，摇杆 AB的角加速度。
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动点：顶杆上 A点;

动系： Cx1y1固结于凸轮。

绝对运动 ：铅垂直线运动；

相对运动： 圆周运动；

牵连运动 ：绕O轴的定轴转动

绝对速度 va大小未知 ，铅垂向上

相对速度 vr大小未知，垂直与 CA。

牵连速度 ve垂直与OA，向左

e
3

32
va＝ vetan30 o

evv
3

342 ar 

e

e

AC
va

3
3

16 22
2
rn

r


 2

9
316 e

 eva
3

3422 rC  2

3
38

e

2
a 9

2 ea －

负号表示 aa的实际方向与所假设的方向相反。

   本章核心内容是运动分析、速度分析和加速度分析。

 运动分析、速度与加速度分析中要特别注意运动的相对性，也就
是对于不同的参考系，有不同的运动方程、速度和加速度。

所选的参考系应能将动点的运动分解成为相对运动和牵连运动。

动点和动系间必须有相对运动 ，即动点和动系不能选在同一个物体上。

定系一般不作说明时指固连于地球上。

动点与动系的选择应使相对运动轨迹简单直观，减少未知量。

绝对运动指点的运动（直线运动、圆周运动或其它曲线运动）；

相对运动也是指点的运动，正确判断的要领是观察者在动系上观察
动点作何种曲线运动；

牵连运动是指动系（所固连的刚体）的运动 （平移、定轴转动或其
它形式刚体运动）。

不要将点的运动与刚体的运动概念相混。  

       一般绝对速度概念容易理解掌握；至于相对速度、相对加速
度分析之关键在于相对运动轨迹的判断；而牵连速度、牵连加速
度完全是新概念，它与牵连运动有联系又有明显区别。牵连运动
是动系（刚体）的运动，而 牵连速度和牵连加速度分别是动系上
牵连点（与动点重合点）的（绝对）速度和（绝对）加速度 。要
注意动点与牵连点的联系与区别。另外，当动系含转动时，若  

则存在科氏加速度。  

点的速度合成定理的一般形式  

点的加速度合成定理一般可写成如下形式  

上述矢量方程中每一项都有大小和方向两个要素，必须认真分析每一
项，才能正确地解决问题。平面问题中，一个矢量方程相当于两个代
数方程，一般均能求两个未知量。  

加速度合成定理的矢量方程中，各项法向加速度的方向总是指向相应曲
线的曲率中心，它们的大小总是可以根据相应的速度大小和曲率半径求
出。因此在应用加速度合成定理时，一般应在运动分析的基础上，先进
行速度分析，这样各项法向加速度都是已知量。

科氏加速度 aC的大小和方向两个要素也是已知的。

在加速度合成定理中，只有三项切向加速度的六个要素可能
是待求量，若已知其中的四个要素，则余下的两个要素就可
以完全确定。一般方法是先将矢量方程中的各矢量向两个未
知要素之一的垂直方向投影。

需要注意的是：因为有些矢量方向是假设的，所以不要用平
行四边形两两合成的方法求解。  

n t n t n t
a a e e r r Ca a a a a a a     
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Ø 刚体平面运动是工程中常见而又比较复杂的运动。

Ø 刚体的平面运动以刚体平移和定轴转动为基础，应用运动

分解与合成的方法分析和研究。

Ø 刚体平面运动既是工程运动学的重点内容，同时也是工程

动力学的基础。 

ü 内燃机

ü 曲柄滑块机构

ü 飞机起落架

ü 行星齿轮机构

ü 惯性筛

       刚体的平面运动：刚体在运动过程中，
刚体上处于同一平面的各点到某一固定平面
的距离保持不变。

   刚体平面运动方程

   平面图形上各点的速度分析

   平面图形上各点的加速度分析

   运动学综合应用举例

§7.1   刚体平面运动方程

一、刚体平面运动力学模型

二、刚体平面运动方程

三、平面运动分解

一、刚体平面运动的力学模型

刚体的运动可以简化为平面图
形的运动。

刚体上垂直于固定平面的直线
上各点具有相同的运动规律；

       刚体平面运动 —刚体上处于同一平面内各点到某一固定平面
的距离保持不变。

§7.1   刚体平面运动方程

刚体平面运动的力学模型－平面图形

－在刚体上作平行于
固定平面的平面，这样的平面与
刚体轮廓的交线所构成的图形。

    平面图形上的任意直线－这一
直线的运动可以代表平面图形的
运动，也就是刚体的平面运动。

一、刚体平面运动的力学模型

§7.1   刚体平面运动方程

二、刚体平面运动方程

§7.1   刚体平面运动方程

)(
)(
)(

3

2

1

tf
tfy
tfx

A

A









二、刚体平面运动方程

§7.1   刚体平面运动方程

二、刚体平面运动方程

§7.1   刚体平面运动方程
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sin sin ,
sin sin

,l r r ωt ωt
l

 
 
  

解：1. 确定连杆平面运动的3个独立变量与时间的关系

建立参考系Oxy  ,确定 与ψ之间的关系。

x

y

A点

x

y

sin sin ,
sin sin
l r r ωt ωt

l
 

 
  ,

1

1

cos cos
( - )sin

P

P

x r ωt l
y l l

 



,


xP
yP

2
1

1

cos 1 ( sin )

( - ) sin

P

P

rx r ωt l ωt
l

r l ly ωt
l

  



,

      3. 连杆上P点的速度与加速度：将运动方程分别对时间t
求一次和二次导数，可以得到P点的速度和加速度表达式 

三、平面运动分解

如果图形中的A点固定不动，则
刚体将作定轴转动；如果线段AB
的方位不变（即=常数），则刚
体将作平移。

平面图形的运动可以看成是平移和转动的合成运动。 

)(
)(
)(

3

2

1

tf
tfy
tfx

A

A







§7.1   刚体平面运动方程

       设在时间间隔t内，平面图形由位置I运动到位置Ⅱ，相应
地，图形内任取的线段从AB运动到A´ B ´ 。

       在A点处假想地安放一个平移坐标系，当图形运动时，令
平移坐标系的Ax´ 和Ay´ 轴始终分别平行于定坐标轴Ox和Oy，
通常将这一平移的动系的原点A称为基点（base point）。 

三、平面运动分解

§7.1   刚体平面运动方程

平面图形的平面运动分解为随同基点的平移（牵连
运动）和绕基点的转动（相对运动）。 

三、平面运动分解

§7.1   刚体平面运动方程

1 2
0 0

lim lim
   

 


 
＝

t tt t
 

平面运动的转动角速度以及角加速度都与基点的位置无关

0

dlim
dt t t

 
 

 


2

2
d
dt
 

平移的轨迹、速度与加速度都与基点的位置有关。

三、平面运动分解

平面运动图形相对转动的角速度和角加速度，不必指明基点，
只需说明平面图形的角速度和角加速度。 

因为平移系(动系)相
对于定参考系没有方
位的变化，平面图形
的角速度既是平面图
形相对于平移系的相
对角速度，也是平面
图形相对于定参考系
的绝对角速度。

平面运动的转动角速度以及角加速度都与基点的位置无关

三、平面运动分解 §7.2  平面图形上点的速度分析
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§7.2   平面图形上点的速度分析

一、基点法

       在作平面运动的刚体上任选基
点，建立平移动系，动系上的A点
随平面图形S上的A点一起运动。
在平移动系上观察平面图形S的运
动为定轴转动，动系自身又作平移，
因此，平面图形S 的运动可视为平
动和定轴转动的合成。

y´

x´A

B

ω

vA

vA

vBA vB

vA

vBA

y

xO vA

vA

定系－Oxy
基点－A
平移系－Ax´y´

平面图形－S

S

§7.2   平面图形上点的速度分析

一、基点法

y´

x´ω

vB

vA

vBA

y

xO

S

rB

速度合成定理

定轴转动刚体上点的线速
度公式在平移系中为：

平面图形上点的速度，等于基点的速度和绕基点转动的线速度的矢量和。

§7.2   平面图形上点的速度分析

一、基点法

解：1、 AB 作平面运动     基点： A

sin
A

BA
vv 




sinl
v

l
v ABA

AB 

2
?

B A BA

A

v v v
v

 

  

  
、

大小 ？

方向

cotAB vv 

300mm, // , 5rad sAB

DE C

AB BD DE l BD AE
v

 


     

。

已知： 。

求： ，

lvvv BDBD 

5rad sD B
DE

v v
DE l

     5rad sDB B
BD

v v
BD l

    

2
?

D B DBv v v
l

 

  

  
、

大小 ？

方向
2 2 1.299m sC B CBv v v

BD

  

方向沿 杆向右

3
2

?

C B CB

BD

v v v
l l 

 

 

  
、

大小 ？

方向

300mm, // , 5rad sAB

DE C

AB BD DE l BD AE
v

 


     

。

已知： 。

求： ，
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3, , OA BOA ABr r v   


已知： 求：。 。

90

0,  BAAB vrvv 

0Bv 0 


60

33230cos rvv AB  

2
?

B A BAv v v
r

 

  

  
、

大小 ？

方向 S

vA

vA

vBA vB

rAB

S

ω

rAB

B 

应用速度合成定理

cos  cos  A A B Bv v 

       平面图形上任意两点的速度在这两
点连线上的投影相等。

§7.2   平面图形上点的速度分析

二、速度投影法

S

ω vA

vB

vA

         这个定理的含义也可以从另一角度理解：平面图形是
从刚体上截取的，图形上A、B两点的距离应保持不变。所以
这两点的速度在AB方向的分量必须相等。否则两点距离必将
伸长或缩短。因此，速度投影定理对所有的刚体运动形式都
是适用的。

cos  cos  A A B Bv v 

       平面图形上任意两点的速度在这两点
连线上的投影相等。

二、速度投影法

 B A ABABv v
 

（ ）

OAvB  30cos

sm2309.0
30cos







OAvB


100mm, 2rad s , 3 ,OA

E

OA CD CB CD ED
v

     已知： 。

求： 。

3 0.6928m sB
D B

vv CD v
CB

   

 
cos30

0.8m s
cos30

E D DEDE

E D

D
E

v v

v v
vv





 





 
（ ）

100mm, 2rad s , 3 ,OA

E

OA CD CB CD ED
v

     已知： 。

求： 。

B

A

0
O 0

例7-6

φ0

x´

y´

B

A

0
O 0

vA

vA

vBA

vB

2. 以连杆AB作为所研究的刚体，在
连杆上的A点建立平移系A x´ y´

3. 将连杆沿铅垂方向的运动(绝
对运动)分解为：

解法1－基点法

       随基点的平移－牵连运动；

φ0

x´

y´

B

A

0
O 0

vA

vA

vBA

vB
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解法2－速度投影法

vA=r 0  ， A ＝0， B＝φ0

解：应用速度投影定理

B

A

0
O 0

vA

vA

vBA

vB

φ0

B

O
0

A

例7-7

x´

y´

2. 建立平移系A x´ y´

3. 将滑块沿铅垂方向的运动(绝对
运动)分解为：B

O
0

A

vA vB

vA

       跟随基点的平移－牵连运动；

       以A点为圆心AB为半径的圆
周运动－相对运动。

解： 4. 应用速度合成定理

由于vA与vB共线， vBA垂直于AB，根据
速度合成定理所形成的平行四边形，
只能是一种特殊情形 —— 一条直线。

0AB

B

O
0

A

vA vB

x´

y´
vA

x´

y´

B

O
0

A

vA vB

vA

解：应用速度投影定理

vO

O

例7-8

     已知：半径为R的圆轮在
直线轨道上作纯滚动。轮心
速度为vO  。

   求：轮缘上B、C、D四点
的速度。

 
 

sin
1 cos

x r t t
y r t

 



 


 

 1 cos
sin

x

y

v r t
v r t

 
 

 
 

2| 0kv C    瞬心

例7-8 半径为R的圆轮在直线轨道上作纯滚动。轮心速度为vO  。

   求：轮缘上B、C、D四点的速度。

vO

O vO

O

ω

    解：圆轮与地面接触点A，由于没
有相对滑动，因而在这一瞬时，A点
的速度vA＝0。应用基点法求解：

由vO ＝R ω得到

例7-8 例7-8
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Ø瞬时速度中心的概念

Ø速度瞬心法

Ø几种特殊情形下瞬心位置的确定

§7.2   平面图形上点的速度分析

三、速度瞬心法

ω x´

y´

S

P

vA

vA

A

      平面图形S上的基点A，基点
速度vA ,平面图形角速度ω 。 

       过A点作vA的垂直线PA，PA上
各点的速度由两部分组成：

随基点平移的速度vA :
       牵连速度，各点相同；

相对于平移系的速度vPA  :
       相对速度 ，自A点起线性分布。

1、瞬时速度中心的概念

三、速度瞬心法

0

A

S

P

vA

vA

x´

y´
vC A

C 


三、速度瞬心法

1、瞬心概念

0

A

S

P

vA

vA

x´

y´
vC A

C 


速度瞬心性质

瞬时性－不同的瞬时，有不
同的速度瞬心；

惟一性－某一瞬时只有一
个速度瞬心；

瞬时转动特性－平面图形在
某一瞬时的运动都可以视为
绕这一瞬时的速度瞬心作瞬
时转动。

三、速度瞬心法

1、瞬心概念

S C

A
C

B

vB

vA

vC

ω
BCr

ACr

CCr

  2、应用瞬时速度中心确定刚体平面运动的速度
       —— 速度瞬心法

上各点的牵连速度等于零；绝对速度
等于相对速度，垂直于位矢，并沿位
矢方向线性分布。

三、速度瞬心法

S C

A
C

B

vB

vA

vC

ω
BCr

ACr

CCr

平面图形上任意点(例如B点)的速度为

其中 vA＝ v C ＝0， vBA＝ vB C 

vB＝ vB C ＝ ω|C*B|

  2、应用瞬时速度中心确定刚体平面运动的速度
       —— 速度瞬心法

三、速度瞬心法

A

B

90o

90o
C

3、几种特殊情形下瞬时速度中心位置的确定

       已知平面图形上两点的速度
矢量的方向，这两点的速度矢
量方向互不平行。

       过A、B两点分别作矢量vA和vB的
垂线，两条直线的交点即为速度瞬心。

三、速度瞬心法

A

B
90o

90o

C

       已知平面图形上两点的速度
矢量的大小与方向，而且二矢量
互相平行，并且都垂直于两点的
连线。

       矢量vA和vB矢端连线与A、B两点连线的交点，
两条直线的交点即为速度瞬心。

3、几种特殊情形下瞬时速度中心位置的确定

三、速度瞬心法

A

B
90o

90o     已知平面图形上两点的速度矢
量的大小与方向，而且二矢量互
相平行、方向相反，但二者都垂
直于两点的连线。

3、几种特殊情形下瞬时速度中心位置的确定

三、速度瞬心法



2021-5-19

7

A
B

90o

90o

       已知平面图形上两点的速
度矢量的大小与方向，而且二
矢量互相平行、方向相同，但
二者都不垂直于两点的连线。

3、几种特殊情形下瞬时速度中心位置的确定

三、速度瞬心法

已知：四连杆机构中

OA以ω0 绕O轴转动。

求：1. B 和D点的速度；
       2. AB 杆的角速度。

例7-9

ω

ωAB     解：机构作平面运动，OA
和O1B都作定轴转动，A、B
二点的速度vA和vB的方向都
可以确定。作二者的垂直线，
相交于C，此即速度瞬心。

图中的几何关系：

ω

，ω0 求 B 、D速度和AB 角速度。

    解：C为AB 杆速度瞬心。ωAB

ω

，ω0 求 B 、D速度和AB 角速度。 例7-10   椭圆规尺的A端以速度vA沿x 轴的负向运动，
如图所示，AB=l。

        用瞬心法求B 端的速度以及尺AB 的角速度。 解：AB 作平面运动，速度瞬心为点C。




sinl
v

AC
v AA

AB 

 cotAABB vBCv 

A B ABv AB l v 
 

，已知： ， ， 。 求： 。

例7-11 　矿石轧碎机的活动夹板长600mm ，由曲柄
OE 借连杆组带动，使它绕A轴摆动，如图所示。曲柄
OE 长100 mm，角速度为10rad/s。连杆组由杆BG，
GD 和GE 组成，杆BG 和GD 各长500mm。
求：当机构在图示位置时，夹板AB 的角速度。

解: 1、杆GE 作平面运动，瞬心为 C1 。

srad2968.0
11





EC
OE

EC
vE

GE


sm066.11  GCv GEG 

mm3591
15sin 01 
OGGC

800mm 500mmsin15 929.4mmOG   

1 1 3369mmEC OC OE  

600mm, 100mm, 10 rad s , 500mm

: AB

AB OE BG GD



    已知： 。

求 。

2、杆BG作平面运动，
      瞬心为C。

G
BG

v
GC

 

cos 60

B BG G

G

BCv BC v
GC

v

   

 

srad888.060cos


AB
v

AB
v GB

AB





600mm, 100mm, 10 rad s , 500mm

: AB

AB OE BG GD



    已知： 。

求 。
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§7-3   平面图形点的加速度分析

S

A 点的绝对
 运动轨迹

B 点的绝对
 运动轨迹        已知平面图形上一点(A)的

加速度aA、图形的角速度ω与角
加速度α，应用加速度合成定理，
可以确定平面图形上任意点的加
速度：

1. 选择加速度已知的点为基点；

2. 建立平移系Ax´y´；

3. 应用牵连运动为平移的加速度合成定理 aa=ae+ar 可以确定
图形上任意点的加速度。这时，

aA

§7-3   平面图形点的加速度分析

        已知平面图形S上点A的加速
度、图形的角速度与角加速度。与
平面图形上各点速度分析相类似，
选点A为基点，建立平移系，分解
图形的运动，从而也分解了图形上
任一点B的运动。由于动点B的牵
连运动为平移，可应用动系为平移
时的加速度合成定理，确定动点B
的绝对加速度。 

S

A 点的绝对
 运动轨迹

B 点的绝对
 运动轨迹 B

ω

aA

A

y´

x´

§7-3   平面图形点的加速度分析

aB

S

A 点的绝对
 运动轨迹

B 点的绝对
 运动轨迹

aA

aB

§7-3   平面图形点的加速度分析 §7-3   平面图形点的加速度分析 例7-12

曲柄滑块机构，OA＝r，AB＝l，曲柄以等角速度 绕
O 轴旋转。求图示瞬时滑块B 的加速度aB 和连杆AB 的
角加速度α AB 。

解：1. 确定连杆的角速度：   以A为基点，建立平移系A x´y´，

x´

y´

ωAB

例7-12  OA＝r，AB＝l，等角速度 。求aB 和α AB 。

ωAB

   解：

x´

y´
2. 加速度分析

A点的加速度

B点的加速度：

例7-12  OA＝r，AB＝l，等角速度 。求aB 和α AB 。

将加速度合成定理中各项向AB方向投影

   解： 2. 角速度分析

    B点的加速度：根据
加速度合成定理

将加速度合成定理中各项
向atBA方向投影

ωAB

x´

y´

例7-12  OA＝r，AB＝l，等角速度 。求aB 和α AB 。
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O

已知：半径为R的圆轮在直线
轨道上作纯滚动。轮心速度为
vO 、加速度为aO 。

求：轮缘上A、B二点的速度
和加速度。

例7-13

vO aO

解：1. 基点法的速度分析：
      确定圆轮的转动角速度

以O点为基点，轮缘上任意点
P 的运动可以分解为：

跟随基点O 的平移－牵连运动；
相对于平移系O x´y´、
绕O点的转动－相对运动。

      为建立转动角速度与轮心速度之间的关系，考察圆轮滚动时
P点转过的角度 与轮心移动的距离s之间的关系。

O
vO aO

x´

y´

例7-13：半径R的圆轮沿直线轨道纯滚动。轮心速度
为vO 、加速度为aO 。求A、B 点的速度和加速度。

解：1.  基点法的速度分析：
确定圆轮的转动角速度

则圆轮滚动时的角加速度

O
vO aO

x´

y´

例7-13：半径R的圆轮沿直线轨道纯滚动。轮心速度
为vO 、加速度为aO 。求A、B 点的速度和加速度。

O vO aO

解：2. 加速度分析：

a AO
A

例7-13：半径R的圆轮沿直线轨道纯滚动。轮心速度
为vO 、加速度为aO 。求A、B 点的速度和加速度。

O
vO aO

B
anBO

atBO

aO

例7-13：半径R的圆轮沿直线轨道纯滚动。轮心速度
为vO 、加速度为aO 。求A、B 点的速度和加速度。

解：2. 加速度分析：

基点法求平面图形内各点的加速度小结

       平面图形内任一点的加速度等于基点的加速度与该点随
图形绕基点转动的切向加速度和法向加速度的矢量和。

t n
B e r ra a a a  
   

t n
B A BA BAa a a a  
   

,

t
t BA
BA

a ABa
AB




  



 大小

方向垂直于 指向同

2n
n BA
BA

a ABa
B A

  



 大小

方向由 指向

A ：基点       ：平移坐标系' 'Ax y

例7-14　如图所示，在外啮合行星齿轮机构中，系杆
以匀角速度ω1绕O1转动。大齿轮固定，行星轮半径为
r，在大轮上只滚不滑。设A和B是行星轮缘 上的两点，
点A在O1O的延长线上，而点B在垂直于O1O的半径上。

求点A和B的加速度。

解: 1、轮Ⅰ作平面运动，瞬心为 C。

1
2

Ov l
r r

  

2d 0
dt
  

11 1 1, , , ,OO A BOO l r r a a     
已知： 纯滚动。求： 。

2、选基点为Ｏ

√ √ √

2 2
1 2? 0

?

t n
A O AO AOa a a a

l r 

  
   

大小

方向

2
2 2
1 1

2
1 (1 )

n
A O AOa a a

ll
r
ll
r

 



 

 

 

11 1 1, , , ,OO A BOO l r r a a     
已知： 纯滚动。求： 。
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2 2
1 2

3

? 0
?

t n
B O BO BOa a a a

l r 

  
   

、

大小

方向

√ √ √

 22

2
2

1 1

n
B O BOa a a

ll
r



 

    
 

arctan arctanO
n
BO

a r
a l

  

11 1 1, , , ,OO A BOO l r r a a     
已知： 纯滚动。求： 。

例7-15　如图所示，在椭圆规机构中，曲柄OD以匀角
速度ω绕O 轴转动。OD＝AD＝BD＝l。

求：当　　　　时，尺AB的角加速度和点A的加速度。 60

解：1、 AB作平面运动，瞬心为 C。




 



l
l

CD
vD

AB

0, , 60

,

OD

AB A

OD AD BD l

a





       。已知： 常数

求： 。

2

2

D

D
a l

、选 为基点

 分别沿 轴和 轴投影

  n
ADDA aaa   2coscos

 sincossin0 n
AD

t
ADD aaa 

2 0 0
t

t AD
A AD AB

aa l a
AD

     解得

2 2?

t n
A D AD ADa a a a
l l 

  

   

   

大小 ？

方向

0, , 60

,

OD

AB A

OD AD BD l

a





       。已知： 常数

求： 。

   运动学综合应用举例

       工程中的机构都是由数个物体组成的，各物体间通过连接
点而传递运动。为分析机构的运动，首先要分清各物体的运动
形式，然后进行运动分析、计算有关连接点的速度和加速度

       为分析某点的运动，如能找出其位置与时间的函数关系，
则可直接建立运动方程，用解析方法求其运动全过程的速度和
加速度。

       当难以建立点的运动方程、或只对机构某些瞬时位置的运
动参数感兴趣时，可根据刚体各种不同运动的形式，确定刚体
的运动与其上一点运动的关系，并常用合成运动定理或平面运
动的理论来分析相关的两个点在某瞬时的速度和加速度联系。

       平面运动理论用以分析同一平面运动刚体上两个不同
点间的速度和加速度联系。当两个刚体相接触而有相对滑
动时，则需用合成运动的理论分析两个不同刚体上相关点
的速度和加速度联系。

       分析复杂机构运动时，可能同时有平面运动和点的合
成运动问题，应注意分别分析、综合应用有关理论。有时
同一问题可能有多种分析方法，应经过分析、比较后，选
用较简便的方法求解。 

   运动学综合应用举例

平面图形在其平面内运动，某瞬时其上有两点的
加速度矢量相同，则一下说法中正确的是：

其上各点速度在该瞬时一定相等；

其上各点加速度在该瞬时一定相等；

A

B

提交

多选题 4分

      试求:图示瞬时
（ ∠OAB=60 ）B点的速度和
加速度。 

A

    平面机构中，曲柄OA以匀角速
度 绕O轴转动，曲柄长OA=r，摆
杆AB可在套筒C中滑动，摆杆长
AB=4r，套筒C绕定轴C转动。
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  由已知条件，OA
杆和套筒C均作定轴转动；
AB杆作平面运动。现已知
AB杆上A点的速度和加速
度，欲求B点的速度和加速
度，需先求AB杆的角速度
和角加速度。

         因为AB杆在套筒中滑动，所以AB杆的角速度和角加速
度与套筒C的角速度和角加速度相同。所以：以A为动点，套
筒C为动系，则其绝对运动为以O点为圆心，OA为半径的圆周
运动；相对运动为沿套筒C轴线AB的直线运动；牵连运动为
绕C轴的定轴转动。 

va= ve + vr  
rv a

各矢量方向如图中所示.于是解得 

rv
2
3

r  rv
2
1

e  4
e

e


 
AC
v

t n
a e e r Ca = a + a + a + a

2
a ra  22

e
n
e 8

 rACa  2
reC 4

32  rva 

各矢量方向如图中所示，将矢量方程中各项向aC方向投影，得 到

o t
a e Ccos30a a a  t 2

e
3

4
a r

t
2e

e
3

8
aa
AC

 

t n
a e e r Ca = a + a + a + a

2
a ra 

22
e

n
e 8

 rACa 

2
reC 4

32  rva 

        本例中确定速度时，也可取套筒C为动点，AB杆为动系，其
绝对运动为静止，相对运动为沿AB直线，牵连运动为平面运动。
此时可根据绝对速度为零，得相对速度和牵连速度等值、反向，从

而由AB杆上与动点C重合点C1（图中未示出）的速度方向和A点的
速度方向及大小确定AB杆的速度瞬心和角速度；不过要确定其角
加速度就不如上述方法简便。

     曲柄连杆机构带动摇杆O1C绕
O1轴摆动。在连杆AB上装有两个
滑块，滑块B在水平槽内滑动，
而滑块D则在摇杆O1C的槽内滑
动。已知：曲柄长OA=50 mm，
绕O轴转动的匀角速度=10 
rad/s。在图示位置时，曲柄与水
平线间成90˚角，；摇杆O1C与水
平线间成60˚角，∠OAB=60。
距离O1D=70mm。

求：摇杆的角速度和角加速度。 

      由于vA平行于vB，可以确定
AD杆作瞬时平移，所以有 

, 0D A ADv v OA    

选AD杆上的D点为动点，摇杆O1D为动系，则绝对运动：平
面曲线；相对运动：沿O1D槽作直线运动；牵连运动：绕O1
轴定轴转动。

       根据B处的约束，vB必须沿
着水平方向 各速度如图所示，由 

va= ve + vr Dvv a

o o
r acos60 cos60 0 5m/s.v v OA    

o o
e a sin60 sin60 0 433m/s.v v OA    

19.6
1

e
1 

DO
v



       为求1，需要分析D点的加速
度，为此先求出AD杆的角加速度

 以A为基点，B点加速度为 
t na a a aB A BA BA  

各矢量的方向如图中所示，矢量的模： 
2 OAaA 0n BAa

        将矢量方程中的各项向矢量aA的作用线方向投影，解得
AD杆的角加速度

t 2
3BA Aa a

t 2

3
BA

AD
aa
AB


 
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选D为动点，O1D杆为动系，分析D
点加速度，有

t 2
3BA Aa a

t 2

3
BA

AD
a
AB

  

t n
a e e r Ca a a a a aD     

上式中ate、 ar的大小未知； aa的大小及方向均未知，故有四个
未知量，所以需要寻找补充方程。 

再以A为基点，分析D点加速度，有 
t na a a aD A DA DA  

t n
a e e r Ca a a a a aD     

t na a a aD A DA DA  

t n τ n
e e r Ca a a a a a aA DA DA     

    上式中只有ate、 ar的大小两个未知量。式中其它量分别为 
2 OAaA

t
DA ADa AD   2

11
n
e  DOa

r1C 2 va  0n DAa

将矢量式中的各项向矢量ate 上投影，有

t t
e Ccos60 cos30A DAa a a a   

2 OAaA
t
DA ADa AD  

2
11

n
e  DOa r1C 2 va 

0n DAa

Cr
n
e

t
e

nt aaaaaaa  DADAA

由此解得

t t3
2 2e C
A

DA
aa a a  

t
2

1
1

78 2rad/se .
a
O D

   

t t
e Ccos60 cos30A DAa a a a   

     本例已知OA杆的运动，欲求O1D杆的运动，其关键是充分

利用作瞬时平移的“中介杆”AD的已知条件。欲求D点的速

度和加速度，又要充分利用B点的约束条件。

求：该瞬时杆OA的角速度与角加速度。

例3　图示平面机构，滑块B可沿杆OA滑动。杆BE
与BD分别与滑块B铰接，BD杆可沿水平轨道运动。
滑块E以匀速v沿铅直导轨向上运动，杆BE长为　　。
图示瞬时杆OA铅直，且与杆BE夹角为　。

l2
45

解：1 、杆BE作平面运动，瞬心在O点。

l
v

OE
v

BE 

vOBv BEB  

取E为基点

2? 0 ?
B

t n
E BE BE

E

a a a a

BE

  



   

   

大小

方向

, 2 , 45 ,E

OA OA

v v BE l OBE OA OE
 

     已知： 常数 。

求： ， 。

沿BE方向投影

l
vaa

l
vaa

n
BE

B

n
BEB

2

2

2
45cos

245cos







, 2 , 45 ,E

OA OA

v v BE l OBE OA OE
 

     已知： 常数 。

求： ， 。

绝对运动 ：直线运动(BD)
相对运动 ：直线运动(OA)
牵连运动 ：定轴转动(轴O)

2、动点 ：滑块B    动系 ： OA杆

? ?
a e rv v v
v
 

  

大小

方向 √ √ √

沿BD方向投影

l
v

OB
vv

vvv
e

OAr

ae





0

, 2 , 45 ,E

OA OA

v v BE l OBE OA OE
 

     已知： 常数 。

求： ， 。
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2
22 ? ? 0

t n
a e e r C

OA

a a a a a

v l
l



   

    

    

大小

方向

沿BD方向投影

2

2

2

2

2

l
v

OB
a

l
vaa

t
e

OA

a
t
e







, 2 , 45 ,E

OA OA

v v BE l OBE OA OE
 

     已知： 常数 。

求： ， 。

求：此瞬时杆AB的角速度及角加速度。

例4　在图所示平面机构中，杆AC在导轨中以匀速v平
移，通过铰链A带动杆AB沿导套O运动，导套O与杆
AC距离为l。图示瞬时杆AB与杆AC夹角为　　　。60 解：1、 动点 ： 铰链A   动系 ： 套筒O               

绝对运动 ： 直线运动(AC )
相对运动 ： 直线运动(AB )
牵连运动 ： 定轴转动(轴O )

, , 60 ,AC AB ABv v l      
已知： 常数 。求： 。

2
? ?

a e rv v v
v
 

  

  
、

大小

方向

2
60cos

2
360sin

vvv

vvv

ar

ae









l
v

AO
ve

AB 4
3



, , 60 ,AC AB ABv v l      
已知： 常数 。求： 。

20 ? ? 2

t n
a e e r C

AB e r

a a a a a

AO v 

   



    

    

大小

方向

t
ea


沿 方向投影

2

0

3
4

t
e C

t
e C

a a

va a
l

 

 

2

2

8
33
l
v

AO
ate

AB 

, , 60 ,AC AB ABv v l      
已知： 常数 。求： 。

另解： 1、取坐标系Oxy
2、 A点的运动方程

cotlxA 

3、速度、加速度

vlxA   2sin

 2sin
l
v



 2sinsin2sin 2
2

2


l
v

l
v



0 360
4AB
v
l

    当 时有
2

2

3 3
8AB

v
l

  

, , 60 ,AC AB ABv v l      
已知： 常数 。求： 。

求：此瞬时AB杆的角速度及角加速度。

例5 :如图所示平面机构，AB长为l，滑块A可沿摇杆
OC的长槽滑动。摇杆OC以匀角速度ω绕轴O转动，滑
块B以匀速　　　　沿水平导轨滑动。图示瞬时OC铅
直，AB与水平线OB夹角为　　。

lv 
30

, , ,OC B

AB AB

AB l v l OC OB  
 

    已知： 常数 。

求： ， 。

2、动点 ： 滑块A
　  动系 ： OC杆

绝对运动 ：未知
相对运动 ：直线运动（OC）
牵连运动 ：定轴转动（轴O）

解：1 、杆AB作平面运动，基点 为B。

A B ABv v v 
  

t n
A B AB ABa a a a  
   

? ?
A e r B ABv v v v v

OA l 
   



    

大小

方向 √ √ √ √

Bv


沿 方向投影
0sin 30

2B AB e
lv v v   

  lvvv eBAB  2

 
l
vAB

AB

lvv ABr 2
330cos 0 

沿  方向投影rv


, , ,OC B

AB AB

AB l v l OC OB  

 

    已知： 常数 。

求： ， 。
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√ √ √ √ √ √ √

2
20 ? 2 0 ?

2

t n t n
A e e r C B AB AB

r AB

a a a a a a a a

l v l  

      
       

大小

方向

Ca


沿 方向投影

00 30cos30sin n
AB

t
ABC aaa 

233 latAB 从而

233  
AB
a tAB

AB

, , ,OC B

AB AB

AB l v l OC OB  
 

    已知： 常数 。

求： ， 。
例6 　如图所示平面机构中，杆AC铅直运动，杆BD水
平运动，A为铰链，滑块B可沿槽杆AE中的直槽滑动。
图示瞬时

。22 mm/s10,mm/s50,mm/s310
,mm/s310,30,mm60




BBA

A

ava
vAB 

　　求：该瞬时槽杆AE的角速度 、角加速度及滑块B相对
AE的加速度。

22

60mm, 30 , 10 3 mm s,

10 3 mm s , 50 mm s, 10 mm s
, ,

A

A B B

AE AE Br

AB v

a v a
v



 

  

  





已知：

。

求： 。

解：1、动点：滑块B　动系：杆AE

(a)
(b)

a e r

a e r C

v v v
a a a a

 
  

  


   


 绝对运动：直线运动（BD）

 相对运动：直线运动（AE）

 牵连运动：平面运动

(c)

(d)
e B A BA

t n
e B A BA BA

v v v v

a a a a a
 

  

  

   

   


    


3、将（c）代入（a）

? ?
a A BA r

B A

v v v v
v v

  

   

   

大小

方向

2、杆AE作平面运动     基点：A

22

60mm, 30 , 10 3 mm s,

10 3 mm s , 50mm s, 10mm s
, ,

A

A B B

AE AE Br

AB v

a v a
v



 

  

  





已知：

。

求： 。

ABAB vvv  60cos30cos

rAB vvv  60sin30sin

沿       方向投影ABv 


沿    方向投影rv


解得 10mm s

3 rad s
2

r

B A
AE

v

v
AB

 



 

22

60mm, 30 , 10 3 mm s,

10 3 mm s , 50 mm s, 10 mm s
, ,

A

A B B

AE AE Br

AB v

a v a
v



 

  

  





已知：

。

求： 。

4、将（d）代入（b）

2? ? 2

t n
B A B A B A r C

B A AE AE r

a a a a a a
a a AB v 

     



     

     

大小

方向

22

60mm, 30 , 10 3 mm s,

10 3 mm s , 50 mm s, 10 mm s
, ,

A

A B B

AE AE Br

AB v

a v a
v



 

  

  





已知：

。

求： 。

o ocos30 sin 30 t
B A B A Ca a a a    沿       方向投影

t
B Aa 


2

2

65mm s

3 rad s
6

r

t
B A

AE

a

a
AB

 

 

 

沿    方向投影  ra


r
n
ABAB aaaa  30cos30sin

解之

22

60mm, 30 , 10 3 mm s,

10 3 mm s , 50mm s, 10mm s
, ,

A

A B B

AE AE Br

AB v

a v a
v



 

  

  





已知：

。

求： 。

  两种运动分析方法的选用

本章主要介绍平面图形上点的运动分析的两种方法：

        第1种方法描述了点的连续运动过程（轨迹、速度和
加速度），适应于计算机分析。但我们所介绍的方法，基
于求解时需因问题而异，编制适用于各种情形的计算机通
用程序仍然难度很大。对于多刚体系统，已有相应计算机
程序可供选用。

1. 运动方程求导数法；

2. 矢量方程解析法。

        第2种方法有利于初学者加深对刚体运动复合等一系列基本
概念的理解，它能满足本课程的基本要求。
       关于求平面图形上某点速度：基点法、速度投影定理法和瞬
心法均需熟练掌握。
       至于求平面图形上某点加速度，我们只介绍了基点法，当然
也要求熟练掌握。
        所谓基点法，实质上是点的复合运动的具体应用，不过此
时动系为随基点的平移，而相对运动为以基点为圆心的圆周运动。

        求加速度时不要用速度瞬心作为基点，因为虽然瞬心速度
为零，但其加速度一般均不为零，属未知量。 

   结论与讨论
  两种运动分析方法的选用
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  平面图形上点的加速度分布也能看成绕速度瞬心的转动吗？

    半径各为r 和R的圆柱体相互固结。
小圆柱体在水平地面上作纯滚动，
其角速度为 ，角加速度为。关于
大圆柱体上A点的绝对速度、绝对切
向加速度和绝对法向加速度大小有
如下答案：

试判断这一答案是否正确？

)( rRvA 
t ( )Aa R r  
n 2( )Aa R r  



2021-5-19

1

舰载飞机在发动机和弹射器推力作用下从甲板上起飞

舰载飞机在发动机和弹射器推力作用下从甲板上起飞

舰载飞机在发动机和弹射器推力作用下从甲板上起飞

若已知初速度、一定的时间间隔后飞离甲板时的速度，则需
要弹射器施加多大推力，或者确定需要多长的跑道。

       若已知推力和跑道可能长度，则需要多大的初速度和一定的
时间隔后才能达到飞离甲板时的速度。

   棒球在被球棒击打
后，其速度的大小和方
向发生了变化。如果已
知这种变化即可确定球
与棒的相互作用力。

F

v1

v2

高速列车的振动问题

Ø 工程动力学主要研究两类问题，一类是：已知物体的运动，
确定作用在物体上的力；另一类是：已知作用在物体上的力，确
定物体的运动。实际工程问题中多以这两类问题的交叉形式出现。
总之，工程动力学研究作用在物体上的力系与物体运动的关系。 

动力学：研究物体的机械运动与作用力之间的关系。

Ø 研究作用在物体上的力系与物体运动的关系，主要是建立运
动物体的力学模型，亦即建立描述受力物体运动状态变化的数学
方程，称为动力学问题的基本方程和普遍定理。 

工程动力学研究对象是质点和质点系（包括刚体），一般分
为质点动力学和质点系动力学，前者是后者的基础。 

动力学抽象模型

质点：具有一定质量而几何形状和尺寸大小可忽略不计的物体。

质点系：由几个或无限个相互有联系的质点组成的系统。

质点动力学

质点系动力学

刚体：特殊质点系，其中任意两点之间的距离 保持不变。
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研

究作用在质点上的力和质点运动之间的关

系。本章主要介绍质点在惯性系下的运动

微分方程。 

F=ma

第一定律 (惯性定律):

不受力作用的质点，将保持静止或作匀速直线运动。

第二定律（力与加速度之间关系定律）

ma F


力的单位:牛[顿] 1 1 1  2
mN kg s

第三定律 (作用与反作用定律):

　　两个物体间的作用力与反作用力总是大小相等，方向相反，
沿着同一直线且分别作用在这两个物体上。

       牛顿第二定律 —— 质点的动量对时间的一阶导数等于作用
在质点上力系的合力。

当质点的质量为常量时

质点的质量与质点加速度的乘积等于作用在质点上力系的合力。

       设有质点M，其质量为m，作用其上的力有F1，F2，…, Fn，
合力为FR ，根据牛顿第二定律，质点在惯性系中的运动微分方程
有以下几种形式：

1. 矢量形式

2. 直角坐标形式

2 2 2

2 2 2, ,x y z
x y zm F m F m F

t t t
     

d d d
d d d

at 和an分别为质点的切向加速度和法向加速度;
 为运动轨迹的曲率半径；
Fit、 Fin、 Fib分别为作用在质点上的力Fi 在自然坐标轴上的分量。 

3. 自然坐标形式

      应用矢量形式的微分方程进行理论分析非常方便，但求解
一些具体问题有时很困难，而且所得到的解答的物理意义也不
很明显。因此，多数问题的求解仍需要根据具体问题，选择其
它合适坐标系。 

      直角坐标形式的运动微分方程，原则上适用于所有问题，
但对某些问题，仍有不方便之处。例如，如果质点沿球面或柱
面运动，用直角坐标就不如用球坐标或柱坐标方便。 

      除了以上几种常用的质点运动微分方程外，根据质点的运
动特点，还可以选用柱坐标、球坐标等形式的运动微分方程。
正确分析运动特点，选择一组合适的微分方程，会使求解问题
的过程大为简化。 

例8-1 曲柄连杆机构如图所示.曲柄OA以匀角速度      
转动,OA=r,AB=l,当               比较小时,以O 为坐标原
点,滑块B质量为m,运动方程可近似写为        


lr /







 








 ttrlx  2cos

4
cos

4
1

2

忽略摩擦及连杆AB的质量,求当 　　　　　　　,连杆受力.时和
2

0   t

解:滑块

cosFmax 

其中  ttrxax  2coscos2  

1,,,  l
rmlABrOA  设。常量







 








 ttrlx  2cos

4
cos

4
1

2

求: ?
2

,0  FAB受力时杆

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lrlrax
222 cos,

2
  且时当

有 lrlFmr 222  得 2222 rlmrF  

动力学第一类问题。

当  20 , 1 , 0xa r       时 且

得    12mrF

1,,,  l
rmlABrOA  设。常量







 








 ttrlx  2cos

4
cos

4
1

2

求: ?
2

,0  FAB受力时杆




解:滑块

 ttrxax  2coscos2  

例8-2  质量为m的质点带有电荷e,以速度v0进入强度按
E=Acoskt变化的均匀电场中,初速度方向与电场强度垂
直,如图所示。质点在电场中受力　            作用。已知
常数A,k,忽略质点的重力,试求质点的运动轨迹。

F eE 
  求:质点的运动轨迹。

0 0, , cos , ,m v E A kt v E 
  ,F eE 

 
不计重力

解: kteA
t

v
m

t
ym

t
vm

t
xm yx cos

d
d

d
d,0

d
d

d
d

2

2

2

2



由 ,0,0 0  yx vvvt 时

 
tv

y tkt
m
eAvy

00
dcosd

0d
d v

t
xvx 得 kt

mk
eA

t
yvy sin
d
d



0d
0


xv

v xv积分

积分时由 ,00  yxt

,dd
0 0 0 tvx
x t

   
ty

tkt
mk
eAy

00
dsind

得运动方程  1cos, 20  kt
mk
eAytvx

消去t,  得轨迹方程

















 1cos

0
2 x

v
k

mk
eAy

动力学第二类问题。

求:质点的运动轨迹。

0 0, , cos , ,m v E A kt v E 
 

,F eE 
 

不计重力

0d
d v

t
xvx 得 kt

mk
eA

t
yvy sin
d
d



质点动力学问题思路

1. 确定研究对象，选择适当的坐标系； 

2. 进行受力分析，画出相应的受力图； 

3. 进行运动分析，计算出求解问题所需的运动量； 

4. 列出质点动力学的运动微分方程，分清是第一类问题还
是第二类问题，分别用微分或积分法求解； 

5. 根据需要对结果进行必要的分析讨论。 

例8-3　在倾角为θ的粗糙斜面上放一质量为m1的物

块Ａ，物块上系一绳，绳与斜面平行，绕过滑轮后，

在另一端悬挂一质量为m2的物块B，物块A与斜面间

的摩擦因数为f。求物块A沿斜面向上的加速度。假设

绳子是不可伸长的；绳子的质量不计，滑轮的质量及

轮轴处的摩擦也不计。

　

解：分别考察物块A、B，物块A沿着斜面加速向上，物块B 加速
向下。物块A、B虽为刚体，由于均做平动，故可抽象成质点，
因此可用质点运动微分方程求解。

物块A受力如图。动力学方程:m1aA=FT-F-m1g sinθ,　0=FN-m1g cosθ

物块B 受力如图。其动力学方程为 TB Fgmam  22

TTAB FF,aa  ,F=fFN g
mm

θ)fθ(mmaa BA
21

12





cossin

例8-4　空气阻力不计，在地面上以速度v0铅直

向上射出一个物体，设地球引力与物体到地心

距离的平方成反比，求物体可能达到的最大高

度。地球半径R=6370 km。

　　

例8-4　空气阻力不计，在地面上以速度v0铅直

向上射出一个物体，设地球引力与物体到地心距

离的平方成反比，求物体可能达到的最大高度。

地球半径R=6370 km。

　　解：以地面上发射物体处为坐标原点，x轴

铅直向上，如图所示。物体射出后，在运动过程

中的任一位置，仅受到地球引力F 作用:

2
e

)xR(
mGmF




其中, G是引力常数，me是地球的质量，m是射出
物体的质量，x是物体与地面的距离。



2021-5-19

4

当物体在地面上时，x＝０，而F=mg，有

因而Gme=gR2，有
2
e

R
mGm

mg 

2

2

x)(R
RmgF




2
e

)xR(
mGmF




　　在航天力学中研究地球引力的作用时常用到这个式子。物体
的运动微分方程:

2

2

2

2

)xR(
mgRF

dt
xdm


 2

2

)xR(
gR

dt
dv




dx
dvv

dt
dx

dx
dv

dt
dv



2

2

)xR(
gR

dx
dvv


 dx

)xR(
gRvdv 2

2




2

2

)xR(
gR

dt
dv




t＝０时，v=v0，x＝０ dx
x)(R

gRvdv
  x

   

  v

  v 2

2

00 


)
xRR

(gRvv



112 22

0
2

物体到达最高点时，x=xmax，v=0 2
0

2
0

2 vgR
Rvx


max

　　要使物体不受地球引力作用，必须使xmax→∞。有
　　　　　　　　　　2gR-v20=0

　　
　　将g=9.8 m/s2=9.8×10-3 km/s2以及R=6370 km代入上式，得
　　　　　　　　　v0=11.2 km/s
       发射速度达到11.2 km/s，物体就将脱离地球引力的影响，这一速
度称为逃逸速度或第二宇宙速度。

2gRv0 

2
0

2
0

2 vgR
Rvx


max

60

例8-5   圆锥摆如图所示。质量m=0.1kg的小球系
于长l=0.3m 的绳上,绳的另一端系在固定点O,并与
铅直线成　             角。如小球在水平面内作匀速
圆周运动，求小球的速度v与绳的张力。

匀速060,m3.0,kg1.0  lm 求: Fv,

研究小球，解 :

N96.1
cos




mgF

s
m1.2sin 2


m

Flv 

cos 0F mg  

2

sinvm F
b



sinb l 其中

解得

　　例8-6　粉碎机滚筒半径为Ｒ，绕通过中心的水平轴匀速
转动，筒内铁球由筒壁上的凸棱带着上升。为了使小球获得粉
碎矿石的能量，铁球应在　　　　时才掉下来。求滚筒每分钟
的转数n  。

0 

解：研究铁球 cos
2

mgF
R
vm N 

Rnv
30


其中

解得时当 ,0,0  NF

0cos549.9 
R
gn 

球不脱离筒壁。时当 ,49.9
R
gn 

已知:匀速转动。            时小球掉下。求:转速n.0 

例8-7  单摆由一无重量细长杆和固结在细长
杆一端的重球组成。杆长为OA=l，球质量
为m。

 1.  单摆的运动微分方程；
 2. 在小摆动的假设下分析摆的运动；
 3  在运动已知的情形下求杆对球的约束力。 

mm m m

解：1.  单摆的运动微分方程 为已
知力求运动，属于第二类动力学
问题。                      

质点的运动轨迹为圆弧，故采用
自然坐标形式的运动微分方程

  lslsls  ,,



























n

i
ib

n

i
in

n

i
i

Fo

Fsm

Fsm





2

















cos

sin
2

mgF
l

sm

mgsm

N

















l
vmmgF

l
g

2

N cos

0sin





例8-7  单摆OA=l，球质量为m。
 1.  单摆的运动微分方程；
 2. 在小摆动的假设下分析摆的运动；
 3  在运动已知的情形下求杆对球的约束力。 
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解：1. 单摆的运动微分方程：














l
vmmgF

l
g

2

N cos

0sin





  其中第一式描述了系统的运动，也就是所要求的单摆运动
微分方程；第二式给出了杆对球约束力的表达式。 

例8-7  单摆OA=l，球质量为m。
 1.  单摆的运动微分方程；
 2. 在小摆动的假设下分析摆的运动；
 3  在运动已知的情形下求杆对球的约束力。 

 sin

0 
l
g














l
vmmgF

l
g

2

N cos

0sin





在小摆动的条件下，摆作微幅摆动：

于是，上式中的第1式变为 

解：2. 分析小摆动条件下，摆的运动

例8-7  单摆OA=l，球质量为m。
 1.  单摆的运动微分方程；
 2. 在小摆动的假设下分析摆的运动；
 3  在运动已知的情形下求杆对球的约束力。 

0 
l
g

令 l
g

n 

02   n


其通解为  

  其中常数A和 由初始条件决定。 

)sin(   tA n

解：2. 分析小摆动条件下，摆的运动

上式可以化为二阶线性齐次微分方程的标准形式 

例8-7  单摆OA=l，球质量为m。
 1.  单摆的运动微分方程；
 2. 在小摆动的假设下分析摆的运动；
 3  在运动已知的情形下求杆对球的约束力。 

   解：3. 在运动已知的情形下求杆对球
的约束力 ：

    现在是已知运动，要求力，属于第一
类动力学问题。 














l
v

mmgF

l
g

2

N cos

0sin





 22 2 2 2v s l l    
2 2

N cos lF mg m
l
 


根据已经得到的单摆运动微分方程 

例8-7  单摆OA=l，球质量为m。
 1.  单摆的运动微分方程；
 2. 在小摆动的假设下分析摆的运动；
 3  在运动已知的情形下求杆对球的约束力。 

解：4. 讨论 ：
   本例如果采用直角坐标形式建立

运动微分方程，建立如图所示的直角
坐标系，

x

y

    其中x、y、θ三个变量相互不独立，所以需要建立x、y、θ三
个变量之间的关系，因而会给求解方程带来困难。也就是说上述方
程虽然是正确的，但解题过程不方便。 













cos
sin

N

N

Fmgym
Fxm





例8-7  单摆OA=l，球质量为m。
 1.  单摆的运动微分方程；
 2. 在小摆动的假设下分析摆的运动；
 3  在运动已知的情形下求杆对球的约束力。 

一、质心运动定理
二、质心运动定理的守恒形式

        质心运动定理(theorem of the motion of the center of 
mass)是质点系动量定理的另一种形式。

一、质心运动定理
       质心运动定理：质点系的总质量与
质心加速度的乘积等于作用在质点系上
外力的矢量和。

       直角坐标系中质心运动定理的投影式为： 

——质心加速度在直角坐标轴上的投影。 

一、质心运动定理

根据上述方程，如果作用于质点系上的外力主矢恒等于零，则有 

这表明：质点系的质心作匀速直线运动。如果系统初始为静止状
态，           ，则质心的位矢为常矢量             ，质心位置保持不变，
即质心守恒。 

二、质心运动定理守恒形式
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  根据上述方程，如果外力主矢
在某一坐标轴（例如 x 轴）上
的投影为零， 

这就是质心运动守恒定律。这一定律表明：质心速度在某一坐标
轴（例如x轴）上的投影为常量。 如果质心初始为静止状态，即
vCx=0,则质心在x轴上的坐标保持不变。 

二、质心运动定理守恒形式

        电动机的外壳和定子的总质量为  m1 ,质心C1与转子转
轴  O1  重合；转子质量为  m2  ，质心 O2 与转轴不重合，偏
心距 O1O2 = e 。若转子以等角速度ω旋转

      求：电动机底座所受的水平和铅垂约束力。

例9.9

解：1. 选择包括外壳、定
子、转子的电动机作为研究
对象。

    2.  系统所受的外力：
定子所受重力m1g;
转子所受重力m2g;

底座所受约束力
   Fx、Fy、M。

Fx

Fy

M

外壳和定子总质量  m1 ；转子质量  m2  ，偏心距 O1O2 = e 。
转子等角速度ω旋转，求：底座所受水平和铅垂约束力。

    2. 系统所受的外力
定子所受重力m1g;

转子所受重力m2g;
底座所受约束力
   Fx、Fy、M。

3. 各刚体质心的加速度

aC1＝ aO1=0 ;
aC2＝ aO2＝eω 2
(向心加速度)

Fx

Fy

M

aO2

外壳和定子总质量  m1 ；转子质量  m2  ，偏心距 O1O2 = e 。
转子等角速度ω旋转，求：底座所受水平和铅垂约束力。

    3. 各刚体质心的加速度
aC1=aO1=0 ;
aC2=aO2=eω2

(向心加速度)

,e
Rx

i
Cixi Fam 

e
Ry

i
Ciyi Fam 

    4. 应用质心运动定理
Fx

Fy

M

aO2

xFtemm   cos0 2
21

gmgmFtemm y 21
2

21 sin0  

外壳和定子总质量  m1 ；转子质量  m2  ，偏心距 O1O2 = e 。
转子等角速度ω旋转，求：底座所受水平和铅垂约束力。

外壳和定子总质量  m1 ；转子质量  m2  ，偏心距 O1O2 = e 。
转子等角速度ω旋转，求：底座所受水平和铅垂约束力。

5. 关于计算结果的分析

  动约束力与轴承动反力

  约束力何时取最大值与最小值
  周期性反复变化的约束力对结构的破坏作用

外壳和定子总质量  m1 ；转子质量  m2  ，偏心距 O1O2 = e 。
转子等角速度ω旋转，求：底座所受水平和铅垂约束力。
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一、质心运动定理
二、质心运动定理的守恒形式

        质心运动定理(theorem of the motion of the center of 
mass)是质点系动量定理的另一种形式。

一、质心运动定理
       质心运动定理：质点系的总质量与
质心加速度的乘积等于作用在质点系上
外力的矢量和。

       直角坐标系中质心运动定理的投影式为： 

——质心加速度在直角坐标轴上的投影。 

一、质心运动定理

        两个相同的均质圆盘，放在光滑水平面上，在圆盘的不同
位置上，各作用一水平力F和F′，使圆盘由静止开始运动，设F 
= F′，试问哪个圆盘的质心运动得快？

F

F′A B

一、质心运动定理

根据上述方程，如果作用于质点系上的外力主矢恒等于零，则有 

这表明：质点系的质心作匀速直线运动。如果系统初始为静止状
态，           ，则质心的位矢为常矢量             ，质心位置保持不变，
即质心守恒。 

二、质心运动定理守恒形式

  根据上述方程，如果外力主矢
在某一坐标轴（例如 x 轴）上
的投影为零， 

这就是质心运动守恒定律。这一定律表明：质心速度在某一坐标
轴（例如x轴）上的投影为常量。 如果质心初始为静止状态，即
vCx=0,则质心在x轴上的坐标保持不变。 

二、质心运动定理守恒形式

        电动机的外壳和定子的总质量为  m1 ,质心C1与转子转
轴  O1  重合；转子质量为  m2  ，质心 O2 与转轴不重合，偏
心距 O1O2 = e 。若转子以等角速度ω旋转

      求：电动机底座所受的水平和铅垂约束力。

例9.9

解：1. 选择包括外壳、定
子、转子的电动机作为研究
对象。

    2.  系统所受的外力：
定子所受重力m1g;
转子所受重力m2g;

底座所受约束力
   Fx、Fy、M。

Fx

Fy

M

外壳和定子总质量  m1 ；转子质量  m2  ，偏心距 O1O2 = e 。
转子等角速度ω旋转，求：底座所受水平和铅垂约束力。

    2. 系统所受的外力
定子所受重力m1g;

转子所受重力m2g;
底座所受约束力
   Fx、Fy、M。

3. 各刚体质心的加速度

aC1＝ aO1=0 ;
aC2＝ aO2＝eω 2
(向心加速度)

Fx

Fy

M

aO2

外壳和定子总质量  m1 ；转子质量  m2  ，偏心距 O1O2 = e 。
转子等角速度ω旋转，求：底座所受水平和铅垂约束力。
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    3. 各刚体质心的加速度
aC1=aO1=0 ;
aC2=aO2=eω2

(向心加速度)

,e
Rx

i
Cixi Fam 

e
Ry

i
Ciyi Fam 

    4. 应用质心运动定理
Fx

Fy

M

aO2

xFtemm   cos0 2
21

gmgmFtemm y 21
2

21 sin0  

外壳和定子总质量  m1 ；转子质量  m2  ，偏心距 O1O2 = e 。
转子等角速度ω旋转，求：底座所受水平和铅垂约束力。

外壳和定子总质量  m1 ；转子质量  m2  ，偏心距 O1O2 = e 。
转子等角速度ω旋转，求：底座所受水平和铅垂约束力。

5. 关于计算结果的分析

  动约束力与轴承动反力

  约束力何时取最大值与最小值
  周期性反复变化的约束力对结构的破坏作用

外壳和定子总质量  m1 ；转子质量  m2  ，偏心距 O1O2 = e 。
转子等角速度ω旋转，求：底座所受水平和铅垂约束力。

   动量矩定理及其守恒形式 

   相对质心的动量矩定理 

   刚体定轴转动微分方程与平面运动微分方程 

   质点与刚体的动量矩 

四．刚体对轴的转动惯量

2

1
ii

n

i
z rmJ


  单位：kg·m2

对于质量连续发布的刚体，转动惯量定义式可以写成积分形式：

转动惯量定义表明其不仅与质量有关，而且与质量发布有关；
同一刚体对不同轴的转动惯量不同，对固定轴的转动惯量是常数；

 1.  简单形状物体的转动惯量计算

(1)均质细直杆对一端的转动惯量 

x
l
mm dd 

xx
l
m l

d
0

2

3

2mlJ z 

mxJ
l

z d
0

2
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4
2)d2(

4

0

2 RrrrJ A

R

AO   

222 mRmRRmJ iiz 

（2）均质薄圆环对中心轴的转动惯量

Aiii rrm   d2

（3）均质圆板对中心轴的转动惯量

2R
m

A 
 式中：

2

2
1mRJO  或

2. 回转半径（惯性半径）  

m
J z

z 

2
zz mJ 

       回转半径的几何意义：保持物体对轴的转动惯量不变，
假想将物体的质量集中到一点，则该点到轴的距离即为回
转半径。

则：

2
Cz zJ J md 

3．平行轴定理

       刚体对于任一轴的转动惯量，等于刚体对于通过质心并
与该轴平行的轴的转动惯量，加上刚体的质量与两轴间距离
平方的乘积。

2 2
1 1( )

Cz iJ m x y  

)( 222 yxmrmJ iiz  ])([ 2
1

2
1 dyxmi 

iii mdymdyxm  2
1

2
1

2
1 2)(

01 





i

i
C m

ymy

证明：

2
Cz zJ J md 

01  ymi

3．平行轴定理 2
Cz zJ J md 

2

3
1mlJ z 

lm,例10.2：已知均质细直杆       。 Cz求对过质心的     轴的转动惯量。

2

2mR均质圆盘对盘心轴的转动惯量

3

2ml均质细直杆对一端的转动惯量

12

2ml均质细直杆对质心轴的转动惯量

12
)

2
(

2
2 mllmJJ zzC 则

解：

4．组合法

例10.3:

盘杆 OOO JJJ 

2

3
1 mlJO 杆

2
2

2
2 )

2
()

2
(

2
1 dlmdmJO 盘

)
8
3( 22

2 ldldm 

)
8
3(

3
1 22

2
2

1 ldldmlmJO 

解：

4．组合法

21 JJJ z 

2
22

2
11 2

1
2
1 RmRm 

)(
2
1 4

2
4
1 RRlJ z  

 解：

lRm 2
22 

lRm 2
11 

其中

由                                 ，得mRRl  )( 2
2

2
1 )(

2
1 2

2
2
1 RRmJ z 

))((
2
1 2

2
2
1

2
2

2
1 RRRRl  

 求        。例10.4：已知：                 ，21 ,, RRm zJ

例10.5：求对    轴的转动惯量。

5．实验法

O

将曲柄悬挂在轴 O上，作微幅摆动。

mgl
JT 2

由

解：
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 一．质点的动量矩定理

设O为定点，有

其中:  （O为定点） 投影式:

质点的动量矩定理：质点对某定点的动量矩对时间的一阶
导数，等于作用在质点上力对同一点的矩。

 一．质点的动量矩定理 二、质点系相对固定点的动量矩定理 

质点的动量矩定理： 

式中F 为作用在质点上的力；M O为力对固定点O之矩。 

        对于质点系中的所有质点，假设其第i个质点所受的内
力和外力，分别用Fii和Fei表示，则有 

将等号两侧对整个质点系中所有质点求和，得到 

微分和求和运算可以互换，内力必成对出现，上式可简化为 

       这一结果表明，质点系相对固定点的动量矩对时间的一阶
导数等于作用在该质点系上的外力系对同一点的主矩。这就是
质点系相对定点的动量矩定理(theorem of the moment of 
momemtum with respect to a given point)。

二、质点系相对固定点的动量矩定理（微分形式） 

将上述二式积分，得到

二、质点系相对固定点的动量矩定理（积分形式） 

       质点系动量矩定理的积分形式与冲量定理构成了用于解决
碰撞问题的基本定理。

       比照力对点之矩与力对轴之矩的关系，可以得到动量对
点之矩在过该点之轴上的投影等于该动量对该轴之矩。 

       质点系动量矩定理的投影形式，也就是质点系相对定轴的
动量矩定理 

二、质点系相对固定点的动量矩定理（投影形式） 

若外力矩 

则质点系对该点的动量矩为常矢量

这表明质点系对该点的动量矩守恒  

二、质点系相对固定点的动量矩定理（守恒形式） 

       当外力对某定轴的主矩等于零时，
质点系对该轴的动量矩守恒。 

例如 

其中C1 为常数。

二、质点系相对固定点的动量矩定理（守恒形式） 

       在质点系相对惯性参考系中固定点（或固定轴）的动量矩
定理中，动量矩由系统的绝对运动所确定。

       工程实际中往往需要研究质点系在任意状态下的动力学问
题，这时需要建立相对任意动点和任意动系的动量矩定理。

       这里只讨论质点系相对质心的动量矩定理，一方面是因为
它有广泛的应用价值，另一方面相对于质点系的质心或通过质
心的动轴，动量矩定理仍保持了简单的形式。
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质点系相对质心的动量矩定理(theorem of the moment of 
momentum with respect to the center of mass) ：

。
在形式上与质点系相对固定点的动量矩定理完全相同。 

二．质点系相对质心的动量矩定理 

       注意:定理中随质心运动的动坐标系是平移坐标系。定理只适用
于质心这一特殊的动点，对其它动点，定理将出现附加项。

一、刚体定轴转动微分方程 

二、刚体平面运动微分方程 

一、刚体定轴转动微分方程 

       图示刚体绕定轴z转动，角速度与
角加速度分别为和 。刚体上第i个质
点的质量为mi，到轴z的距离为ri ，则
刚体对定轴的动量矩为

 z
i

iiii
i

iz JrmrrmL   )( 2

Jz ：刚体对轴z的转动惯量

    

       

       刚体定轴转动微分方程：刚体对轴的转动惯量与角加速度的乘
积，等于作用在刚体上的外力系对该轴之矩。

一、刚体定轴转动微分方程 

例10.14 

       图示钟摆简化模型中，已知均质细
杆和均质圆盘的质量分别为m1 、m2，杆
长为l，圆盘直径为d。

试求：钟摆作小摆动时的周期。 

一、刚体定轴转动微分方程 

分析受力，建立钟摆的运动微分方程
z zJ M 

1 2sin ( )sin
2 2o
l dJ m g m g l     

m1g

m2g

Fx

Fy

解：摆绕O轴定轴转动。设为任意时刻转过的角度，
规定逆时针为正。根据定轴转动的微分方程

例10.14 均质杆m1 、圆盘m2，l，d。求钟摆小摆动周期。

摆的周期: 

摆的周期为 

 
0

1 2

22 2
(2 )
JT

g m l m l d
 


 

 

式中： 1 2O O OJ J J 

JO1和JO2为杆和圆盘对轴的转动惯量。

2
1 1

1
3OJ m l 2

2 2O C OCJ J md 
2
dldOC 

2 2 2
2 2 2 2 2

1
2 2 2 2O C
d d dJ J m l m m l     （ ） （ ） （ ）



m2

例10.14 均质杆m1 、圆盘m2，l，d。求钟摆小摆动周期。

       均质圆轮半径为R、质
量为m。圆轮在重物P 带动
下绕固定轴O 转动，已知重
物重量为W。

求：重物下落的加速度P

例10.15 

一、刚体定轴转动微分方程 

解法1：设圆轮角速度和角加速度为 和 重物的加速度为

系统对 的轴总动量矩

P

例10.15  已知均质圆轮R、m。圆轮在重物P 带动下绕固定
轴O 转动，重物重量为W。求：重物下落的加速度。

应用动量矩定理
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例10.15  已知均质圆轮R、m。圆轮在重物P 带动下绕固定
轴O 转动，重物重量为W。求：重物下落的加速度。

P

解法2：

解除约束前 解除约束后

例10.16   突然解除约束问题 例10.16   突然解除约束问题

二、刚体平面运动微分方程 

       将质心运动定理和相对质心动量矩定理应用于刚体平面运
动动力学分析。所用方法与所得的结果不仅对刚体平面运动动
力学，而且对现代多刚体系统动力学都有重要意义。 

        运动学中，确定作平面运动刚体的位
置，可由基点的位置与刚体绕基点转动的
转角确定。 

     取质心C为基点，其坐标为xC、yC，设D
为刚体上任意一点，CD与x轴的夹角为 , 
则刚体的位置可由xC、yC和 确定。 

xC

yC

    将刚体的运动分解为随质心的平移和绕质心的转动两部分。当
刚体具有质量对称面、且质量对称面平行于运动平面时，则在固连
于质心的平移参考系中，刚体对质心的动量矩为

CC JL 

CC JL         当作用于刚体上的力系等价于
质量对称面内的一个平面力系时，
对刚体平面运动，应用质心运动定
理和相对质心动量矩定理 ，有 

















n

i
iCC

C

n

i
iC

MJ
t
J

m

)(
d

d e

e

F

Fa



xC

yC

二、刚体平面运动微分方程 

( )F

e
C x

e
C y

e
C c i

mx F

my F

J M


 


 











例10.17 

       半径为r的匀质圆盘从静止开始，沿倾角为θ的斜
面无滑动滚下。

    试求：
    1．圆轮滚至任意位置时的质心加速度aC；
    2．圆轮在斜面上不打滑的最小静摩擦因数。

aC

α

 解：分析圆轮受力

sinCma mg F 

N0 cosmg F 

FrJC 

       圆轮作平面运动。根据刚体
平面运动微分方程，有 

FN

1．确定圆轮质心的加速度

例10.17   匀质圆盘半径为r从静止开始沿倾角为θ的斜
面无滑动滚下。求aC，不打滑的最小静摩擦因数。

运动学补充关系: 

Ca r FrJC  C
C

C ma
r
amr

r
JF

2
1

2
1

2
2  

sinCma mg F  sin
3
2 gaC 

 解：2．确定圆轮在斜面上不滑动的最小静摩擦因数

N
1 sin
3 sF mg F f 

N0 cosmg F  N
1 sin
3 sF mg F f 

min
1 tan
3sf 

 此即圆轮在斜面上不滑动的最小静摩擦因数。

C
C

C ma
r
amr

r
JF

2
1

2
1

2
2  

sin
3
2 gaC 

aC

α

FN

例10.17   匀质圆盘半径为r从静止开始沿倾角为θ的斜
面无滑动滚下。求aC，不打滑的最小静摩擦因数。 讨    论

   如果圆轮可以在斜面上滑动，本例将如何求解？补充
方程将如何建立？ 

aC

α

FN
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Ø 动能是物体机械能的一种形式，也是作功的一种能力。

Ø 动能定理描述质点系统动能的变化与力作功之间的关系。

Ø 动量定理、动量矩定理用矢量方程描述，动能定理则用标

量方程表示。求解实际问题时，往往需要综合应用动量定

理、动量矩定理和动能定理。 

Ø功

Ø动能定理及其应用

Ø动能

Ø机械能守恒定律及其应用

Ø动力学普遍定理的综合应用

一、概念

二、常见力的功 

一、概念

       功表征力在其作用点的运动过程中对

物体作用的累积效应，其结果是引起物体

能量的变化和转化。

一、概念

功是代数量

1、常力在直线运动中的功

单位 J（焦耳） 1 J = 1 N·m 

一、概念

δ cosW F ds 元功

2、变力在曲线运动中的功

        一般情形下，元功并不是功函数的全微分，所以不用dW表示
元功，而是用W表示。 W 仅仅是Fi.dri 的一种记号。

   力Fi 在点的轨迹上从一点M1到另一点M2所作的功 

2

1
12 dF r

M

i iM
W  

一、概念

3、合力的功

二、常见力的功

12 1 2
( )

i i i
W m g z z  

1、重力的功

质点系

iiC zmmz 由

重力的功只与始、末位置有关，与路径无关。

)( 2112 CC zzmgW 得

)(d 2112
2

1
zzmgzmgW z

z 

0x y zF F F mg   质点

])()[(
2

2
02

2
0112 lrlrkW 

）（ 2
2

2
112 2

 
kW 1 、 2 分别为弹簧在初始和最终位置的变形量 。

二、常见力的功

2、弹性力的功 弹簧刚度系数k(N/m)

弹性力

弹性力的功为
2

1
12 d

A

A
W F r 

 
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3.作用在刚体上力的功、力偶的功 

        一般情形下，作用在质点系（刚体系）上的力系（包

括内力系）非常复杂，需要认真分析哪些力作功，哪些力

不作功。在动量和动量矩定理中，只有外力系起作用，内

力不改变系统的动量或动量矩；在能量方法中，内力对系

统的能量改变是有影响的，许多内力是作功的，这是学习

本章内容时必须注意的。 

        刚体以角速度ω绕定轴z转动,其上A点作用力
F，则力在A点轨迹切线上的投影为 

 cosFF 

定轴转动的转角和弧长的关系为 dd Rs 

则力F 的元功为 
d d d ( )dF r FzW F R M     

RFM z )(F －力F对轴z的矩 

  于是，力在刚体由角度1转到角度2时所作的功为  





d)(2

1
12  FzMW

3.作用在刚体上力的功、力偶的功 

转矩为常量时：               ，力矩和转角转向一致时功取正值。

若力偶矩矢M与z轴平行，则M所作之功为 





d2

1
12  MW

若力偶矩矢M为任意矢量，则M所作之功为 





d2

1
12  zMW

其中Mz为力偶矩矢M在z轴上的投影。 

3.作用在刚体上力的功、力偶的功 

       假设扭簧上的杆处
于水平时扭簧未变形，
且变形时在弹性范围之
内。变形时扭簧作用于
杆上的力对点O之矩为  

kM 

其中k为扭簧的刚度系数。当杆从角度θ1转到角度θ2时所作的功为  

 2

1

2 2
12 1 2

1 1d
2 2

W k k k



      

3.作用在刚体上力的功、力偶的功 

       质点系的内力总是成对出现的，且大小相等、方向相反、作
用在一条直线上。因此，质点系内力的主矢量等于零，但不能由
此认定内力作功等于零。事实上，在许多情形下，物体的运动是
由内力作功而引起的。当然也有的内力确实不作功。 

3.作用在刚体上力的功、力偶的功 

日常生活中，人的行走和奔跑是腿的肌肉内力作功；弹簧
力作功等等。工程上，所有的发动机从整体考虑，其内力都作
功；机器中有相对滑动的两个零件之间的内力作负功；在弹性
构件中的内力分量（如轴力、剪力、弯矩等）作负功。 
       刚体内任何两点间的距离始终保持不变，所以刚体的内力所
作功之和恒等于零。 
       内力不能改变质点系的动量和动量矩，但它可能改变质点系
的能量；外力能改变质点系的动量和动量矩，但不一定能改变其
能量。 

       约束力为无功力的约束称为理想约束。光滑的固定支

承面、轴承、光滑的活动铰链、销钉和活动支座都是理想

约束，它们的约束力不作功或作功之和等于零。

       柔性约束是理想约束，与刚性杆一样，内力作功之和

等于零。

4.理想约束

纯滚动时，滑动摩擦力(约束力)不作功

       C* 为瞬时速度中心，在瞬
时C*点的速度为零。作用在C*
点的摩擦力F所作元功为

4.动滑动摩擦力的功

       动滑动摩擦力的功为负值，与运动路径有关；当法向
正压力为常量时（s为两质点之间的曲线距离）：

力系全部力的元功之和为

5. 平面运动刚体上力系的功

两端乘dt,有

其中 当质心由                ，转角由                 时，力系的功为21 ~ CC 21 ~

       平面运动刚体上力系的功，等于刚体上所受各力作功的代
数和，也等于力系向质心简化所得的力和力偶作功之和。

5. 平面运动刚体上力系的功

其中:       为力系主失,        为力系对质心的主矩. CM
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说明:1、对任何运动的刚体,上述结论都适用;

2、C点不是质心,而是刚体上任意一点时,上述结论也成立; 

3、计算力系的主矢、主矩时，可以不包含不作功的力。 

       平面运动刚体上力系的功，等于刚体上所受各力作功的代
数和，也等于力系向质心简化所得的力和力偶作功之和。

5. 平面运动刚体上力系的功

物体由于机械运动而具有的能量称为动能。

 物理学中对动能的定义为 

 质点系的动能为质点系内各质点动能之和。记为 

       动能是度量质点系整体运动的另一物理量。动能是正标
量，其数值与速度的大小有关，但与速度的方向无关。 

例11.1 
      设重物A、B的质量为mA=mB=m，
三角块D的质量为m0 ，置于光滑地面
上。圆轮C和绳的质量忽略不计。系
统初始静止。

开始运动后，系统的动能为 

2 2 2
0

1 1 1
2 2 2A A B B DT m v m v m v  

rADA vvv  rBDB vvv 

      当物块以相对速度下落时系
统的动能。   

2 2 2
0

1 1 1
2 2 2A A B B DT m v m v m v  

rADA vvv  rBDB vvv 

或者写成 
222
rDA vvv 

22222 )sin()cos(cos2  rrDrDrDB vvvvvvvv 

注意:系统水平方向上动量守恒，故有 

0 DxDBxBAxA vmvmvm

r 0( cos ) 0D D Dmv m v v m v   

r 0( cos ) 0D D Dmv m v v m v   

2 2 2 2 2
r r r 0

1 1 1( ) ( 2 cos )
2 2 2D D D DT m v v m v v v v m v     

2 2
20
r

0

2 (2 ) cos
2(2 )

m m m m
v

m m
 




2 2 2
0

1 1 1
2 2 2A A B B DT m v m v m v  

222
rDA vvv 

22222 )sin()cos(cos2  rrDrDrDB vvvvvvvv 

确定系统动能时，注意：

 系统动能中所用的速度必须是绝对速度。

 正确应用运动学知识，确定各部分的速度。

刚体以角速度绕定轴z转动时，其上一点的速度为 

因此，定轴转动刚体的动能为 

其中Jz为刚体对定轴z的转动惯量。

刚体的平面运动可分解为随质心的平移和绕质心的相对转动， 
因此平面运动刚体的动能为：

其中 为刚体质心的速度； 为刚体对通过质心且垂直于运
动平面的轴的转动惯量。
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222 )(
2
1

2
1  mdJJT Cp 

平面运动刚体的动能等于随质心平移的动能与绕质心转动的动能之和。

22

2
1

2
1 CC JmvT 得

速度瞬心为P
两端点乘

由于

一、质点的动能定理

因此

得

        质点动能定理的微分形式：质点动能的增量等于
作用在质点上力的元功。

12
2
1

2
2 2

1
2
1 Wmm  

    质点动能定理的积分形式：在质点运动的某个过程中，
质点动能的改变量等于作用于质点的力作的功。

积分:

一、质点的动能定理

二、质点系的动能定理

—— 微分形式

N 称为力的功率——单位时间内该力所作的功。

—— 积分形式

所有可以作功的力——既包括外力，也包括内力；既包括
主动力，也包括约束力。在理想约束系统中，只包括主动力(外
力和内力)。

二、质点系的动能定理

已知：m, h, k, 其它质量不计。 max求: 例11-2 

三、动能定理应用

1 20, 0T T 

max
2

max 2
)(00  khmg 

kmghgm
kk

mg 21 22
max 

解：

    均质圆轮A、B的质量均为m，半
径均为R，轮A沿斜面作纯滚动，轮
B作定轴转动，B处摩擦不计。物块
C的质量也为m。A、B、C用无质量
的绳相联，绳相对B轮无滑动。系统
初始为静止状态。

试求：
1．当物块C下降高度为h时，轮A
质心的速度以及轮B的角速度。
2．系统运动时，物块C的加速度。  

 例11-3 以整个系统为研究对象。画出
系统中作功的力。 

     注意到轮A作平面运动；轮B作定轴转动；物块C作平移。
于是，系统的动能： 

2 2 2 2
1 2

1 1 1 10
2 2 2 2

, A A A B B CT T mv J J mv       
 

根据运动学分析，得到 
AA Rv  BC Rv  CA vv 

2
1 2

30
2

, AT T mv 

写出系统的动能表达式： 

2
1 2

30
2

, AT T mv 

12
1cos60
2

W mgh mgh mgh  

1212 WTT  23 10
2 2Amv mgh 

由此解出 

3
2 ghv A 

3
ghvA 

    轮A的重力和物块的重力分别作正功
和负功。于是，系统外力的总功为  

23R
gh

R
v

ωω A
AB 
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3
ghvA  23R

gh
R
vωω A

AB 

AC vv
t
h 
d
d

d d
d d

C A
C

v v a
t t

  2

3A
ghv  CCC vgav

3
2 

6
gaa AC 

将下降高度h视为变量，其对时间的一阶导数即为物块C的速度 
因为物块C作直线平移，故有 

物块的加速度为 

已知：轮O ：R1 ，m1 ,质量分布在轮缘上; 均质轮C ：
R2 ，m2 ，纯滚动, 初始静止 ;θ ,M 为常力偶。

求:轮心C 走过路程S时的速度和加速度

例11.4

12 2 sinW M m gS  

01 T

2
2

2
22

2
22

2
1

2
112 )

2
1(

2
1

2
1)(

2
1  RmmRmT 

轮C与轮O组成的质点系为研究对象解:

2
2

1
1 ,

RR
CC  

1212 TTW 

1R
S

)32(
)(2

211

12

mmR
SSingRmM

C 





动能定理表达式两端对t 求导,得

1 2 2
1

1 (2 3 ) sin
2

C
C C Cm m a M m g

R
    

2 1

1 2 1

2 ( sin )
(2 3 )C
M m gRa

m m R





求:冲断试件需用的能量。

 701
 292

已知：冲击试验机m=18kg, l=840mm, 杆重不计，在             

      时静止释放，冲断试件后摆至

例11.5

JWk 92.78得冲断试件需要的能量为

 )cos1(00 1mgl

0,0 21  TT

kWmgl  )cos1( 2

解:

已知:均质圆盘R,m,F=常量,且很大,使O向右运动, f, 初静止。

例11.6

求:O走过S路程时ω，α 。

R 001 T
圆盘速度瞬心为C ,

2
0

2
2

2
02 4

3)
2

(
2
1

2
1  mmRmT 

 解:

2
04

32 mmgfSFS 

)2(
3

20 mgfF
m
S



将第一式两端对t求导,并利用 ,0

r
a



)2(
3
2

0 mgfF
m

a 得

r
0 

已知均质杆OB=AB=l, m。

在铅垂面内;M=常量,初始静

止,不计摩擦.

 求:当A运动到O点时, ？A

例11.7

ABABC lCC 
2
3



ll
B

OB
B

AB
  ,

OBAB  

 
2

)cos1(2 lmgMW 

解:

lABA 2· 
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2
2 2

1
COBAB mTTT 

12 TTW 

 )cos1(3
2
1

  mglM
mlAB

22

3
4

ABml 2
0

2

2
1

2
1

OBABC JJ  

01 T
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    均质圆轮A、B的质量均为m
，半径均为R，轮A沿斜面作纯
滚动，轮B作定轴转动，B处摩
擦不计。物块C的质量也为m。
A、B、C用无质量绳相联，绳
相对B轮无滑动。系统初始为
静止状态。

试求：
  1．轮A、轮B之间的绳子拉力和B处的约束力；
  2．轮A与地面的接触点处的摩擦力。 

BC Ra  C
B

a
R

 

      取轮B和物块C为研究对象，分析受力，对点B应用动量矩
定理，有 

T

d( )
d

B B C C
C

J m v R
m gR F R

t
 

 

αB
 

本例的条件与 相同。在
中已经求得

6
gaa AC 

取轮B和块C为研究对象，分析受力，对
点B应用动量矩定理，有 

T
d( )

d
B B C C

C
J m v R m gR F R

t
 

 

T
B

C
J

mR a mgR F R
R

    
 

由此解得

T 2

3 3
2 4

B
C C

J
F mg m a mg ma mg

R
       
 

αB

对图示系统应用质心运动定理，有 

T

T

cos30

cos60
B Bx C Cx Bx

B By C Cy By B C

m a m a F F

m a m a F F m g m g

   


    





T

T

30
2

1 2
2

Bx

C By

F F

ma F F mg


 


   

由此解得B处的约束力














mgmgmgmgF

mgmgF

Bx

Bx

24
532

4
3

2
1

6
1

8
33

4
3

2
3

αB
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